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ГЛАВА I

ЧИСЛА, ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ

§ 1. Числовая прямая

Целые и рациональные числа

Число — основное понятие математики. Счет предметов осуществля­
ется с помощью натуральных чисел. Русское слово «пять» обозначает 
количество предметов в любом множестве, в котором этих предме­
тов столько же, сколько, например, пальцев на одной руке человека. 
Арабская цифра 5 служит принятым обозначением этого числа. Н а­
туральные числа выстроены в последовательность, которая начи­
нается с единицы и где каждое следующее число на единицу больше 
предыдущего.

Арабские цифры 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 служат для записи первых на­
туральных чисел. Любое натуральное число можно записать в десятич­
ной системе счисления, используя эти цифры и еще цифру 0.

Множество всех натуральных чисел обычно обозначается через N. 
Целые числа получаются из натуральных добавлением нуля и чисел, 

обозначаемых: —1; —2; —3; ... Целые числа можно расположить в виде 
последовательности, бесконечной в обе стороны: ...; —5; —4; —3; —2; 
—1; 0; 1; 2; 3; 4; 5;...

Слева от нуля располагаются отрицательные целые числа, справа — 
положительные. Положительные целые числа — это те же натуральные 
числа.

Множество всех целых чисел обычно обозначается через Ж 
Отношения натуральных чисел называются положительными

рациональными числами. Их можно записывать дробями вида — , где
п

т и п  — натуральные числа. При этом надо иметь в виду, что две дроби 
т р— и — являются записями одного и того же рационального числа 
п q
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тогда и только тогда, когда равны (совпадают) натуральные числа mq 
и рп, т.е.

т р— = — <=> mq = рп. 
п q

Логический значок <=> мы будем использовать для записи эквива­
лентных, равносильных высказываний, т.е. высказываний, которые 
одновременно верны или нет (истинны или ложны).

Заметим, что натуральное число п можно записать в виде дроби у  .

Снабжая дроби знаком минус, мы получим отрицательные рациональ­
ные числа. Положительные и отрицательные рациональные числа 
вместе с нулем образуют множество всех рациональных чисел, которое 
обычно обозначается через .£)■

Дальнейшее развитие этих понятий было связано с потребностями 
измерений.

Что означает измерить длину некоторого отрезка?
Прежде всего, это означает, что мы хотим его сравнить с другим от­

резком, выбранным в качестве единицы измерения. Единица измерения 
может иметь собственное имя, название, скажем, метр, дюйм, аршин, 
парсек и др. Тогда при записи результата измерения обычно указывают, 
в каких единицах оно произведено. Мы этого делать не будем и припи­
шем единичному отрезку длину 1 без указаний размерности.

Если единичный отрезок Е  укладывается в отрезке АВ целое число 
раз, скажем, 3 раза, то натуральное число 3 принимается в качестве 
длины измеряемого отрезка: [Щ =  3.

Пусть отрезок АВ соизмерим с единичным, т.е. найдется такой тре­
тий отрезок D, который укладывается целое число раз как в единичном 
отрезке Е, так и в отрезке АВ. Тогда в качестве длины отрезка АВ при-

тнимается рациональное число — , где натуральные числа т и п указы-
п

вают, сколько раз отрезок D (общая мера) уложится в отрезках А В и Е . 

Действительные числа

Важнейшим открытием античной математики было обнаружение не­
соизмеримых отрезков. Так, диагональ квадрата оказалась несоизме­
рима с его стороной. Геометрическое доказательство этого факта при­
надлежит Евклиду. Пифагору приписываетсядругое его доказательство. 
Если воспользоваться теоремой Пифагора, то квадрат длины диагона­



ГЛАВА 1. ЧИСЛА, ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ .  7

ли единичного квадрата должен быть равен двум. Иррациональность 
числа V2 и означает несоизмеримость диагонали квадрата с его 
стороной.

Доказательство иррационшьности - J l . Пусть найдется несократи­

мая дробь — такая, что — =  2. Тогда т2 = 2п2. Отсюда следует, что 
п \ п )

число т четно, т.е. т = 2к. Получаем 4к2 = 2и2, 2к2 = п2. Отсюда следует, 
что число п должно быть четным, но это противоречит несократимо­
сти дроби.

Длину отрезка, соизмеримого с единичным, можно найти за конеч­
ное число шагов с помощью некоторого алгоритма, известного еще 
Евклиду.

Длину отрезка, несоизмеримого с единичным, можно определить, 
используя бесконечные алгоритмы. На каждом шагу такого алгорит­
ма будет получаться рациональное число, считающееся приближенным 
значением искомой длины. Последовательность таких рациональных 
приближений и можно принять за новое число.

Число %/2 , т.е. длину диагонали единичного квадрата, можно за­
писать в виде бесконечной десятичной дроби 1,4142135... Эта дробь пред­
ставляет собой краткую запись последовательности рациональных чи­
сел 1; 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142;... Каждое такое число является некоторым 
рациональным приближением к числу V2 . Такая запись удобна, и ее 
обычно принимают в качестве определения действительного (веще­
ственного) числа.

Действительное число — это число, записываемое бесконечной де­
сятичной дробью.

Конечные десятичные дроби можно отождествить с бесконечны­
ми, добавляя в конце нули: 1,4 =  1,4000... Любое положительное ра­
циональное число можно записать в виде бесконечной десятичной

4
дроби. Например, — =  1,333... Среди всех бесконечных десятичных

дробей те из них, которые являются записями рациональных чисел, 
выделяются тем, что они периодичны. Таким образом, иррациональные 
числа — это непериодические десятичные дроби. Более подробно во­
прос о связи между рациональными числами и бесконечными деся­
тичными дробями будет рассматриваться далее.

Множество всех действительных чисел обычно обозначается через Ik.
Используя знак с  для обозначения того, что одно множество со­

держится в другом, можно записать цепочку включений.
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Числовая ось

Прямая с указанной начальной точкой, выбранным положительным 
направлением отсчета и фиксированным отрезком (единицей масшта­
ба) называется числовой осью (рис. 1).

о 1 х
Рис. 1

Каждое число можно изобразить точкой числовой оси.
Наоборот, каждая точка оси изображает какое-нибудь число.
Если число х  изображается точкой М, то это число называется ко­

ординатой точки М. Запись М(х) означает: точка М  имеет координату х  
(рис. 2).

0 1 х х  

Рис. 2

Соответствие между числами и точками настолько естественно, что 
часто не различают число и изображающую его точку. Говорят, напри­
мер, «точка 2», «точка — 0,5», «нулевая точка».

На шкалы различных измерительных 
приборов нанесены числа. Этим они похожи 
на отрезки числовой оси. При этом исполь­
зуют не только прямолинейные шкалы, но и 
круговые (рис. 3).

Среди числовых множеств особенно часто 
встречаются множества чисел, лежащих меж­
ду двумя точками числовой оси. Эти множе- 

Рис. 3 ства называют числовыми промежутками. В
книгах используют различные термины для 
их обозначения — отрезок, сегмент, интер­

вал, промежуток. Мы не будем делать различия между этими словами, 
считая их синонимами. Чаще всего мы будем применять слово «про­
межуток».
Примечания: 1. Обозначаются промежутки с помощью скобок. При этом квадратная 
скобка указывает на то, что соответствующий конец промежутка включается в рассма­
триваемое множество, а круглая — на то, что не включается.
2. Координата начала О равна нулю.
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Модуль числа

Модулем числа х  называется расстояние от начала отсчета до точки, 
изображающей число х. Модуль числа х  обозначается так: |х|.

Модуль числах можно определить следующим образом:

м =
х, если х  > 0;
—х, если х  < 0.

о 
—

5
!.

X

X 0 1

м
-----------------------------

Д ействительно, возьмем число х  м
и изобразим его точкой М  на число- ------- 1---- 1 • —► х =
вой оси (рис. 4). Если х > 0, то рассто­
яние \ОМ\ равно х. Если х  < 0, то это
расстояние равно (—х): —•— L— 1 ► х = -\ОМ\

[—х, если хсО . |  t  х = о

Так как |х| есть, по определению, 2
расстояние \ОМ\, то мы и получаем Рис. 4
требуемую формулу. Она позволяет 
«раскрывать» модуль, т.е. записывать 
выражения без знака модуля.

Теорема. Модуль разности двух чисел равен расстоянию между точками, 
изображающими эти числа.

Доказательство. Возьмем числа а и Ь. Обо­
значим на числовой оси точки, изображаю­
щие числа а, b и а — Ь, через А, В и С (рис. 5).
При сдвиге вдоль оси х на b точка О перейдет 
в точку В, а точка С — в А, т.е. |ОС| =  \ВА\. Так 
как, по определению модуля, |ОС\ =  |а — Ь\, 
то \а — Ь\ = \ВА\ — \АВ\, что и требовалось 
доказать.
Модуль разности можно раскрыть аналитически:

В С Л
О " Ь а — 5

Ъ\ =
а —Ь, если а>Ь\ 
Ь—а, если а<Ь.

Рис. 5

Простые уравнения и неравенства с модулем удобно решать, ис­
пользуя геометрический его смысл, не раскрывая запись модуля в виде 
формулы.
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Примеры
1. |х| =  3. Это соотношение геометрически означает, что расстоя­

ние от точки до начала координат равно 3, т.е. х  = 3 или х  = — 3 
(рис. 6). Ответ: х  =  +3 (возможна другая форма записи ответа: 
■*1 =  —3,х2 =  3).

2. \х + 5| =  2. Рассматривая \х + 5| как \х — (—5)|, прочтем исходное 
соотношение так: расстояние от точки х до точки —5 равно 2 
(рис. 7). Откладывая на числовой оси от точки —5 отрезок дли­
ной 2 (в обе стороны), получаем ответ: х х = —7, х2 = — 3.

м
J ___L

-5  -3  О

\0'м\ = \0'м'\ = 2

Рис. 7

|3 — 2х| =  1. Сначала делаем преобразования: |3 — 2х) =  |2х — 3| =  

, Разделив обе части уравнения |3 — 2х| =  1

1

= 2 3х —

1 2 ) 2

на 2, находим -. Используя числовую ось, получаем от­

вет: xi =  1, Х2 =  2 (рис. 8).
|х| < 2. Задачу решения этого неравенства геометрически можно 
сформулировать так: найти точки х, расстояние которых до на­
чала координат < 2. Ответ: —2 < х < 2, или в форме промежутка: 
[-2 , 2] (рис. 9).

М О' М '
J__I__I__I__КУЧ,_L

о 1 3 2 
2

\0'М\ = \0'М'\= \  

Рис. 8

f I А I 4 I I—1—^  
- 2  2 

\ОМ\±2 

Рис. 9

5. |—1 — 2х| > 3. Делаем преобразования: |— 1 — 2х| > 3 <=> |2х + 1| > 3 <=>
1

> 3 »х + - х н—
2 2

\о'м\

Рис. 10

> -  (рис. 10).

Ответом является объединение двух 
бесконечных промежутков х < —2, 
х > 1, или другая форма записи: 
(-со; -2 ] и  [1; +оо).
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Свойства модуля
1. Н =  1 -4
2. \х — а\ = \а — х\.
3. |Ьс| =  |£| • |х|.
4. yfx2 =  |х|.
Докажем первое свойство. Построим точки М  и М  с координата­

ми х  и —х  соответственно. Так как эти точки симметричны друг другу 
относительно начала отсчета О, то расстояния \ОМ\ = [х| и \ОМ'\ = \—х\ 
равны, что и требовалось доказать.

Второе свойство является следствием первого, так как а — х  = 
= —(х — а). Его можно доказать независимо, используя геометрический 
смысл модуля разности.

Для доказательства третьего свойства проще всего перебрать все 
четыре комбинации знаков к и х .  Скажем, если к < 0, х  > 0, то кх < О 
и |£| =  —к, |х| =  х, |fcc| =  — кх, т.е. |fcc| =  |&| • |х). Остальные случаи разбира­
ются аналогично.

Перед доказательством четвертого свойства необходимо вспомнить

определение арифметического корня: V ?  — это такое число z, кото­
рое > 0 и квадрат которого равен х2. Так как [х| > 0 и \х\2 = х2, то z  =  М>что 
и требовалось доказать.

Приближенные вычисления

Мы часто говорим: «От Москвы до Петербурга около 700 километров», 
«На улице примерно 16 градусов тепла», «Площадь комнаты прибли­
зительно равна 22,6 квадратных метра» и др. Во всех этих случаях идет 
речь о приближенных значениях некоторых величин — расстояния, 
температуры, площади.

В приведенных примерах содержится определенная информация, 
однако часто информации такого сорта недостаточно — приближен­
ному значению можно придать более точный смысл, если привести не 
только одно число, но и указать точность, с какой оно приближает ис­
тинное значение.

Прежде всего для описания точности вычислений применяется 
термин погрешность, который является синонимом слова ошибка.

Если точное значение величины равно х, а вычисленное при­
ближенное значение равно а, то погрешностью вычисления называ­
ется модуль разности точного и приближенного значений, т.е. число 
\ х -а \ .
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Разумеется, если бы мы знали приближенное значение величины 
и значение погрешности, то мы точно знали бы саму величину, доба­
вив информацию о том, с недостатком или с избытком произведено 
вычисление. Действительно, если мы знаем величины а и И = |х — а\, 
а также то, что, например, а > х, то немедленно нашли бы, что 
х  = а — И. То есть геометрически это означает, что искомая величина 
х  отстоит от известного значения а на расстояние И и находится слева 
от него.

Обычно удается найти не саму погрешность, а оценку погрешно­
сти, т.е. величину А, для которой верно неравенство \х — а\ < И. Задачу 
приближенного вычисления некоторой величины обычно так и ста­
вят: найти приближенное значение величины и оценить допущенную 
погрешность.

Чаще всего в приближенных вычислениях используют округленные 
значения величин в десятичной записи. Так, округленными значения­
ми числа п = 3,1415926536... будут

3 — с точностью до 1;
3,1 — с точностью до 0,1;
3,14 — с точностью до 0,01;
3,142 — с точностью до 0,001;
3,1416 — с точностью до 0,0001 ит.д.

Числа 1; 0,1; 0,01; ...дают оценки погрешности для десятичных при­
ближений к числу к. Например, неравенство |л — 3,142| < 0,001 означа­
ет, что число 3,142 является приближенным значением числа к, при­
чем погрешность вычисления не превышает 0,001.

Предположим, что, вычисляя приближенные значения двух раз­
личных величин, мы в одном случае получили бы в качестве оценки 
погрешности число И\ = 100, а во втором — Иг = 0,01. Казалось бы, вто­
рое вычисление сделано намного точнее, чем первое. Однако это не 
совсем так. Если первая величина очень велика (например, расстояние 
от Земли до Солнца в километрах), а вторая очень мала (например, ди­
аметр молекулы в см), то первая оценка окажется очень точной, а вто­
рая — очень грубой. Чтобы различить такие случаи, вводят понятие 
относительной погрешности.

Пусть а является приближенным значением величины х, вычис­
ленным с погрешностью И, т.е. пусть [х — а\ = h. Отношение погреш-

h \х  — а\ности к приближенному значению, т.е. величину г = — = -------- 1 назы-
а а

вают относительной погрешностью вычисления.
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Так, если среднее расстояние от Земли до Солнца вычислено при­
ближенно как 1,496 • 108 км с погрешностью < 105 км, то относитель­
ная погрешность такого вычисления будет меньше числа 0,0007, по- 

105тому ч т о -----------г < 0,0007 .
1,496 108

Часто относительную погрешность (а точнее, ее оценку) указывают 
в процентах, умножая ее значение на 100. Так, можно сказать, что при­
веденное вычисление сделано с относительной погрешностью в 0,07%. 
Мы видим в этом примере, что несмотря на то, что оценка погрешно­
сти вычисления расстояния от Земли до Солнца выглядит очень боль­
шой (100 000 км), относительная погрешность является достаточно 
малой (меньше 0,0007).

Чтобы отличить погрешность от относительной погрешности, пер­
вую часто называют абсолютной погрешностью. Если ясно, о какой 
погрешности идет речь, то слово абсолютная опускают.

Приближенные значения величины часто указывают в так назы­
ваемой стандартной записи. Положительные числа в стандартной за­
писи выглядят так: а ■ 10*, где величину а выбирают так, чтобы оно 
лежало в промежутке [ 1; 10), т.е. удовлетворяло неравенствам 1 < а < 10 
и записывалось десятичной дробью с несколькими знаками после за­
пятой. Число а в стандартной записи х  называют мантиссой числа х, 
а показатель к — его порядком.

Так, радиус Земли (если считать Землю шаром) равен числу 
R = 6380 км, что в стандартной записи выглядит так: R =  6,38 • 103 км. 
Аналогично, масса электрона запишется так: т = 9,11 ■ 10-28 г.

Примеры
Указание точности вычислений может быть сделано по-разному. 

Опишем несколько самых распространенных способов для оценки 
погрешности.

1. «Плюс-минус». Часто говорят так: «температура равна 16 плюс- 
минус один градус» и записывают: t = (16 ±  1) °С. Это означает, 
что истинное значение температуры (в градусах) отличается от 
16 не более, чем на единицу. Эту же информацию можно запи­
сать в виде неравенства 16 — 1 < t < 16 + 1 (градус), или с помо­
щью расстояния: | / — 16| < 1. Здесь 16 — приближенное значение 
температуры, 1 — оценка погрешности. Относительная погреш­

ность равна - =  0,0625, т.е. 6,25%.
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«С точностью до...». Если вы скажете, что площадь комнаты рав­
на 22,6 с точностью до двух десятых квадратного метра, то всем 
будет ясно, что площадь S  лежит в промежутке 22,4 < S  < 22,8 м2 
или иначе, что расстояние истинного значения площади до чис­
ла 22,6 меньше 0,2, т.е. что |£ — 22,6| < 0,2 м2.
Мы видим, что этот способ фактически совпадает с первым, и 
мы можем с таким же успехом записать: S =  22,6 ±  0,2 м2 и ска­
зать, что площадь вычислена с оценкой погрешности в 0,2 м2,

0 2что дает относительную погрешность, равную — « 0,088,
22,6

т.е. 9%.
«Лежит между». Фраза «скорость автомобиля лежит между 50 и 
60 километрами в час» сразу определяет промежуток, где лежит 
значение скорости v: 50 < v < 60. Можно, конечно, взять середи­
ну этого промежутка и перейти к обсуждавшимся ранее спосо­
бам записи:

v — (55 ±  5) км/ч;
|v — 55| < 5 км/ч.

Величина 5 км/ч дает оценку погрешности вычисления скоро­

сти, а число * 0,09 — оценку для относительной 

погрешности.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на встретившиеся в тексте ключевые слова 
и обозначения: числовая ось, координата точки, числовой проме­
жуток, модуль, М(х), [х|. Приведите примеры их использования.

2. Дайте определение числовой оси.
3. Что такое координата точки?
4. Как построить на числовой оси точку, если задана ее коор­

дината?
5. Как вычислить координату точки числовой оси?
6. Приведите примеры натуральных, целых, рациональных и ир­

рациональных чисел.
7. Приведите примеры различных числовых промежутков.
8. Что такое модуль числа?
9. Чему равен модуль разности двух чисел?
10. Какие вы знаете свойства модуля?
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§ 2. Комплексная плоскость

Определение комплексных чисел

Комплексным числом называется выражение вида а + bi, где а иЬ — про­
извольные вещественные числа; / — специальный символ.

Для комплексных чисел определены действия сложения и умноже­
ния. Суммой комплексных чисел Z\ = а х + bxi и z2 = а2 + b2i называется 
комплексное число z = (ai + а2) + {b\ + b2)i, т.е. при сложении ком­
плексных чисел складываются их вещественные и мнимые части.

Умножение комплексных чисел производится по следующему пра­
вилу:

Запишем число 0 + 1 /как /. По определению умножения /2 =  (0 + 1/) х 
х (0 + 1/') =  (0 — 1) + (0 — 0)/ =  — 1, поэтому число i называют мнимой 
единицей. Заметим, что квадраты вещественных чисел (именно с ними 
мы имели дело до сих пор) всегда неотрицательны.

Вещественные числа а и b называют соответственно веществен­
ной и мнимой частями комплексного числа z — а + bi. Комплексное 
число, у которого мнимая часть равна нулю, т.е. комплексное число 
вида а + 0/ записывают в виде а и отождествляют с вещественным 
числом а.

Два комплексных числа Z\ =  я i + bxi и z2 = а2 + b2i считают равными 
тогда и только тогда, когда равны их вещественные и мнимые части:

Комплексные числа можно поставить во взаимно однозначное со­
ответствие с парами вещественных чисел: а + bi<r+ (а; Ь).

Это подсказывает геометрическую интерпретацию комплексных 
чисел — если мы введем на плоскости систему координат, то можно 
сопоставить каждому комплексному числу z = а + bi точку плоскости 
М(а; Ь) с координатами а и Ь. Это сопоставление будет взаимно одно­
значным, т.е. каждой точке плоскости М с  координатами (а, Ь) мы мо­
жем сопоставить комплексное число а + bi. Так же как вещественное 
число мы отождествляем с соответствующей точкой числовой оси, мы 
можем отождествить комплексное число с точкой плоскости. Поэтому 
можно сказать: рассматривая точку z  — 1 +  /, понимаем под этим точку

(ai + b\i){a2 + b2i) = (а\а2 — b\b2) + (аф2 + a2b\)i.
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плоскости с координатами (1; 1). Вся плоскость называется комплекс­
ной плоскостью.

Вещественные числа, рассматриваемые как часть комплексных 
чисел, занимают ось абсцисс координатной плоскости (вещественная 
ось). Числа вида 0 + bi, которые записывают в виде bi, занимают ось 
ординат (мнимая ось).

Множество всех комплексных чисел обозначают буквой С.

Арифметические действия над комплексными числами

При сложении комплексных чисел выполняются обычные арифметиче­
ские законы.

1. Z\ + z.i =  Z2 + Z\ — коммутативный, или переместительный, закон 
сложения.

2. (Zi + Zi) + Zi — Z\ + {Zi + Zi) — ассоциативный, или сочетатель­
ный, закон сложения.

3. Число 0 =  0 + 0/ играет роль нуля: г + 0 =  0 + г =  г.
4. Для числа z = а + bi число (—z) = —a — bi играет роль противопо­

ложного числа: z  +  (—Z) — (—г) + Z — 0.
Эти законы выполняются для вещественных чисел. Их проверка 

для комплексных чисел выполняется без затруднений, так как при 
сложении комплексных чисел их вещественные и мнимые части «не 
перемешиваются».

Заметим, что определенное нами сложение комплексных чисел, 
примененное к вещественным числам (как части комплексных чисел), 
совпадает с известным ранее сложением вещественных чисел.

Определение умножения комплексных чисел можно дать также сле­
дующим образом. При умножении комплексных чисел Zi — а х + b{i 
и г 2 =  а2 +  b2i мы умножаем каждый член на каждый, разрешаем пере­
ставлять сомножители и заменяем произведение / / =  /2 на вещественное 
число —1:

(а\ + b\i)(a2 + b2i) = а\а2 + a\b2i + b\ia2 + b\ib2 i =
= a\a2 + a\b2i + a2b\i + b\b29- =  (a\a2 — b\b2) + {a\b2 + a2b\)i.

Как мы видим, произведение комплексных чисел определяется бо­
лее сложно, чем сложение — вещественные и мнимые части не высту­
пают изолированно друг от друга, а перемешиваются. Поэтому ариф­
метические законы умножения требуют проверки, которая не сложна, 
но занимает довольно много места, и мы ее пропускаем.

5. Z\ ■ Z2 = Z2 ■ Z\ — коммутативный закон умножения.
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6. to  ■ Zi) ■ Zi =  Zi ■ to  • Zj) — ассоциативный закон умножения.
7. Число 1 =  1 + 0/ при умножении на любое комплексное число 

оставляет это число без изменений:
1 • Z = (1 + 0/) • (а +  bi) =  1 • а — 0 • b +  (1 • b + 0 • a)i = а + bi = z-

8. Для каждого числа z  * 0 существует обратное число.
Укажем формулу для обратного числа, вернувшись к ее происхо­

ждению далее, если z  =  а + bi *■ 0, то вещественное число а2 + Ь2 отлич-
-1 а b .но от нуля, и можно рассмотреть число z = —5---- j — -̂--- j i . Про-

а +b a +b
веркой убеждаемся, что z- ZTl = 1:

+ —S - j . + b -  Ь
a2 +b2 a2 + b2 J I a2 + b2 a2+b2 

-b , a a1 + b2+ ci — -̂--- 7Г + b • —̂ ^ + 0 • / — 1.
I  a2 + b2 a +b ) a +b

Заметим, что если число z — вещественное, т.е. если z  =  а и а ф 0, то 
обратное к z, вычисленное по данному определению, равно

г -1 = Д- + 0 = —= а _ | , т.е. совпадает с обычным обратным, известным 
а а 

для вещественных чисел.
9. К  перечисленным основным законам арифметических действий 

добавим дистрибутивный, или распределительный закон:

Zi{Zi + гз) =  Z\Z2 + ZiZj.

Число 0 при действии сложения и число 1 при действии умножения 
называются нейтральными элементами, так как они не изменяют чис­
ла, с которыми взаимодействуют: 0 + г =  г  + 0 =  г, 1 • Z =  Z ■ 1 =  Z-

Таким образом, множество £  обладает девятью основными закона­
ми арифметических действий. Такие законы выполняются для чисел 
множества jJV всех вещественных чисел и множества Л; всех рациональ­
ных чисел. В алгебре множество, в котором есть две операции (сло­
жение и умножение), подчиняющиеся указанным девяти законам, 
называют полем. Удобно говорить поле комплексных чисел, поле раци­
ональных чисел вместо бесформенного термина множество.

Заметим, что теория сравнений позволяет построить новые поля: 
множество классов вычетов (сравнений) по модулю р, где р — про­
стое число, тоже образует поле. Таким образом, для каждого простого 
числа р  можно построить поле из р  элементов. Такие конечные поля 
носят имя замечательного французского математика Э. Галуа и обо­
значаются Fp.
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Арифметические действия над комплексными числами допускают 
наглядную геометрическую интерпретацию. Начнем со сложения. 
Пусть даны два положительных числа Z\ — + bxi и z2 =  а2 + Ь2/. Им со­
ответствуют точки М х{ах\ Ьх) и М2(а2', Ь2). Сумма чисел z — Z\ + Z2 = 
(а{ + а2) + (b\ + b2)i соответствует точке М, координаты которой равны 
сумме координат точек М х и М2. Это означает, что сложение комплекс­
ных чисел соответствует правилу параллелограмма для сложения век­
торов: ОМ = ОМ у + ОМ2 ■

Геометрическая интерпретация умножения будет рассмотрена 
далее.

Комплексное сопряжение

Мнимая единица / по определению умножения обладает тем свой­
ством, что ее квадрат равен —1, т.е. она является квадратным корнем 
из —1. Комплексное число — / обладает тем же свойством: (—/)2 =  (—1 х 
х г)2 =  (—I)2 ■ г2 =  —1, что, разумеется, не удивительно. Можно сказать, 
что один квадратный корень из — 1 мы обозначим через /, а тогда вто­
рой корень запишется как (—/). Замена / на (—/) приводит к понятию 
комплексного сопряжения.

Комплексно сопряженным с числом z = а + bi называется число а — bi, 
которое обозначается z ■

Таким образом, мы определили отображение, по которому каждому 
комплексному числу z  ставится в соответствие число z , комплексно 
сопряженное с ним.

Комплексное сопряжение имеет наглядную геометрическую ин­
терпретацию — точки М(а\ Ь) и М{а\ — Ь) , соответствующие комплек­
сно сопряженным числам

Z  = а + bi и z = a — bi,

симметричны друг другу относительно вещественной оси.
Перечислим свойства этого отображения.
1. Z = Z , т.е. если мы два раза выполним комплексное сопряжение, 

то вернемся к исходному числу.
2. z =  г <=> Z е IE, т.е. комплексное число равно своему сопряжен­

ному в том и только в том случае, когда оно вещественное (его 
мнимая часть равна нулю).

3. Z1 +Z2 = Zi +Z2 , т.е. сопряженное к сумме комплексных чисел 
равно сумме сопряженных.
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4. Zi+Z2 = Z rZ 2, т.е. сопряженное к произведению комплексных 
чисел равно произведению сопряженных.

Первые три свойства очевидны. Полезно заметить, что они отра­
жают простые свойства осевой симметрии. Из этих свойств лишь по­
следнее не очевидно и нуждается в проверке:

{al +b]i ) (a 1+b1i) =  (fli -  6i0(fl2 -  b2i) = а ха2 -  (~b{) • (-Ь 2) + 
+ (а 1 • (—Ь2) + а2 ■ (~bi))i = а\а2 — b\b2 — (аф2 + a2b\)i, что и требовалось 
доказать.

Вычислим произведение числа z на сопряженное:

Z ■ z = (а + bi){a — bi) = а2 + b2,

т.е. мы видим, что это произведение является вещественным чис­
лом. Оно имеет простой геометрический смысл — оно равно квадрату 
расстояния от точки М(а; Ь) до начала координат или, как мы услови­
лись говорить, от точки z  на комплексной плоскости до нуля: z ■ z  =  IОМ\2.
Число 'J z-z  , равное длине отрезка ОМ, называют модулем комплекс-

3- \ZiZ2\ = kil ■ \z2\, т.е. модуль произведения комплексных чисел ра­
вен произведению модулей.

Первые два из этих свойств очевидны. Доказательство третьего 
свойства сводится к проверке алгебраического тождества:

(а{ +  b \ i) {a 2 +  b2i )  =  (а ,а 2 —  b\b2 +  ( a \b2 +  a 2b\ V )  =  

=  Q\Q2 —  b \b 2 —  ( @\b2 Ч" a 2b \) i .

ного числа z, т.е.
Отметим свойства модуля.
1. |г| > 0, причем |г| =  0 <=> г =  0.
2. \z\= \z\.

4. ki + z2\ < kil + \z2\-

Формула Кардано

Приведем классический вывод формулы для 
корней кубического уравнения, в результате 
которого и появились комплексные числа. Рис. 11

X
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Пусть мы хотим решить уравнение х г + ах2 + Ьх + с = 0. Сначала за-
а

метим, что после простои подстановки х  = у - оно приводится

к уравнению вида у3 + ру + q =  0, в котором отсутствует член с квадра­
том неизвестной. Геометрически это соответствует тому, что мы хотим 
сделать сумму корней (которая равна коэффициенту при квадрате 
с противоположным знаком) равной нулю за счет изменения начала 
отсчета. Алгебраически это сводится к проверке того, что члены с ве­

личиной у 2 взаимно уничтожаются: х г + ах2 =

= У + ... + ау + ... Подчеркнутые члены в сумме дают 0.

Таким образом, мы можем считать исходным уравнением уравне­
ние, записанное в виде хг + рх + q = 0. Сведем его к системе относи­
тельно неизвестных и и v, делая замену х  = и + v:

и3 + 3 u2v + 3uv2 + v3 + р(и + v) + q =
= и3 + v3 + 3 uv(u + v )+ p (u  + v) + q =

= и3 + v3 + (и + v)(3 uv + p) + q.

Если мы положим 3wv + p = 0, то исходное уравнение можно за­
менить системой

u ' W -

UV - р
3 '

Каждое решение этой системы (и; v) дает решение х  = и + v исход­
ного уравнения.

Система симметрична. Для ее решения возведем обе части второго 
уравнения в куб (при этом мы приобретаем «лишние» корни, анало­
гично тому, как мы их приобретали при возведении уравнения в ква­
драт).

и3 + v3 :

« V р_
27'

Числа и3 и v3 являются корнями квадратного уравнения t2 + qt — 

~  = 0. Запишем их с помощью квадратных радикалов, допуская за-
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(Мы при этом символом л/а фиксируем какое-либо «число», ква­
драт которого принимается равным а, записывая в виде — л/а другое 
число с тем же свойством.)

Чтобы найти и и v, надо извлечь кубические корни из чисел t\ и ?2- 
Однако их нельзя извлекать как попало — надо будет проследить за

тем, чтобы выполнялось равенство uv = — у  .

Запишем ответ в символическом виде:

V 2 V 4 + 27 V 2 V 4 + 27

Это и есть знаменитая формула Кардано.
2 з

Число d  =  + —  играет роль дискриминанта. Если ^  > 0, то ис­

ходное уравнение (с вещественными р и д )  имеет один вещественный 
корень (получающийся из формулы Кардано, если под л/а понимать 
единственный существующий вещественный корень из вещественно­
го числа а) и два сопряженных комплексных корня.

Если d < 0, то оказывается, что все три корня вещественны (в этом 
и был парадокс: вещественные числа были выражены через мнимые 
объекты).

Если d=  0, то число различных корней уменьшается: при />^0(а тогда 
и q * 0) получим два различных корня, а прир = q = 0 — один корень.

Основная теорема алгебры

Основным мотивом введения комплексных чисел была необходи­
мость записывать корни кубических уравнений с вещественными ко­
эффициентами. Возникают естественные вопросы — достаточно ли 
комплексных чисел, чтобы можно было найти корни любого алгебра­
ического уравнения? А что если в качестве коэффициентов уравнения 
брать комплексные числа, не понадобятся ли новые числа для записи 
их корней? Ответом на оба эти вопроса является знаменитая теорема, 
доказанная немецким математиком К. Гауссом, которую часто называ­
ют основной теоремой алгебры.

Теорема Гаусса. Всякое алгебраическое уравнение степени п > 1 с ком­
плексными коэффициентами имеет хотя бы один комплексный корень.

Д оказательство этой теоремы использует свойства функций ком­
плексного аргумента и по существу выходит за рамки алгебры.
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Возьмем многочленах) =  а^х? + арс"-  1 + ... + ап_ ,х + а0 с произ­
вольными коэффициентами. Пусть х, — его комплексный корень, 
существующий по теореме Гаусса. Тогда многочленах) делится на 
х —х ь т.е._Дх) =  (х — х|)/|(х), где степень многочлена/,(х) на единицу 
меньше степени Дх). Если многочлен /!(х) не является константой 
(т.е. если его степень > 1), то снова по теореме Гаусса мы найдем его 
корень х2 и запишем равенства/,(х) =  (х — х2) /2(х) и_Дх) =  (х — Xj) х 
х (х — х2) /2(х). Этот процесс можно продолжать до тех пор, пока мы 
не придем к многочлену f„(x), являющемуся константой (равной 
коэффициенту а0). В итоге получим разложение многочленаДх) на 
линейные множители:

fix ) = а0(х -  х,)(х -  х2) •... • (х -  х„).
Среди корней х ь х2, ..., х„ могут оказаться равные, и в разложении 
многочлена Дх) на линейные множители их можно объединить 
между собой.

Контрольные вопросы и задания

1. Дайте определение комплексного числа.
2. Что такое мнимая единица?
3. Как изобразить комплексное число в координатной плоскости?
4. Приведите примеры комплексных чисел и им противоположных.
5. Приведите примеры, как вычислить сумму и произведение двух 

комплексных чисел.
6. Перечислите законы сложения и умножения комплексных 

чисел.
7. Дайте определение числа, комплексно сопряженного с данным.
8. Приведите примеры на свойства 1—4 комплексного сопря­

жения.
9. Что такое модуль комплексного числа?
10. Приведите примеры на свойства модуля комплексных чисел.

§ 3. Понятие функции

Переменные

«Поворотным пунктом в математике была декартова переменная ве­
личина. Благодаря этому в математику вошли движение и тем самым
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диалектика и благодаря этому же стало немедленно необходимым 
дифференциальное и интегральное исчисление, которое тотчас и воз­
никает и которое было в общем в целом завершено, а не изобретено 
Ньютоном и Лейбницем.» Эти слова принадлежат Фридриху Энгель­
су. Они ярко характеризуют новый этап в развитии математики, ко­
торый связан с именами великих ученых XVII в.: Декарта, Ньютона 
и Лейбница. На основе их работ сформировалось понятие функции, 
были разработаны методы исследования функций, которые в течение 
300 лет остаются основным инструментом изучения окружающего 
мира с помощью математики.

Математика всегда была связана с вычислениями и формулами. 
Особенно много формул было получено при решении задач изме­
рения — тысячелетия назад люди овладели формулами вычисления 
длин, площадей и объемов простейших фигур.

С помощью формул записываются соотношения между различны­
ми величинами.

Примеры

1. V = ^ я /?3 — объем шара.

2. j  = ----- путь при свободном падении.

,  „  mv23. Е  = — ------кинетическая энергия.

4. S  = ^ р (р  — а )(р —Ь)(р — с) — формула Герона для вычисления 
площади треугольника.

_ - b ± \ lb 2 -4 а с  ,5. х = -------------------- — формула корней квадратного уравнения.
2 а

При выводе формул, при организации вычислений по формулам 
приходится делать преобразования выражений. Эта сторона матема­
тики читателю уже хорошо знакома. Она будет продолжена и в этом 
курсе, частью которого будет «алгебра», отражающая выполнение раз­
личных преобразований, т.е. операционную сторону математики.

Математический анализ, начала которого мы будем изучать в этом 
курсе, смотрит на формулу как на соотношение между меняющими­
ся, переменными величинами. Как изменится точность вычисления 
объема шара, если точность измерения его радиуса изменить на одну 
сотую? Это типичный вопрос математического анализа. Ответ на него 
еще можно получить с помощью преобразований, так как формула 
объема шара не слишком сложна. Однако ответ на аналогичный во­
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прос для формулы Герона получить алгебраическими средствами труд­
но. Математический анализ создал методы, с помощью которых мож­
но следить за характером изменения связанных между собой величин.

В первой из приведенных формул участвуют буквы У, R, п (У — 
это объем шара, R — его радиус, к — отношение длины окружности 
к диаметру). Величины Vw R  могут меняться, а л является постоянной. 
Приближенное значение константы п равно 3,14159 (с точностью до
0,00001). Во второй формуле встречаются буквы s, t, g (s — это длина 
пути, t — время движения, g — ускорение свободного падения). Ве­
личины j  и / могут меняться, а величина g в этой формуле считается 
постоянной.

Переменная — это общий термин для обозначения различных ме­
няющихся величин.

Например, рассматривая поведение газа в замкнутом объеме, мож­
но измерить его температуру Т, его объем У, оказываемое им давле­
ние р.

Наблюдая за свободно падающим телом, можно измерить длину 
пути s, пройденного телом за время t, его скорость v в момент време­
ни t, его кинетическую энергию Е  в момент времени t и т.д.

В этих примерах участвуют различные переменные величины, или 
просто переменные.

Зависимости

Переменные, появляющиеся при описании какого-либо процесса, 
обычно связаны между собой. Одной из основных задач эксперимен­
тальных наук является изучение этих связей. Например, закон Кла­
пейрона — Менделеева утверждает, что давление р, объем V и темпера­

тура Т  идеального газа связаны соотношением = co n st.

Реальные процессы обычно связаны с большим количеством пере­
менных и зависимостей между ними. В то же время можно отвлечься 
от частных деталей, сосредоточив свое внимание лишь на некоторых 
сторонах процесса, идеализировав условия, в которых он протекает. 
Тогда удается построить математическую модель процесса, состоящую 
в перечислении основных характеристик и тех связей, которые между 
ними имеются.

Например, физики, вводя понятие идеального газа, пренебрегают 
взаимодействием между молекулами газа и их размером и получают 
газовые законы в виде соотношений между переменными р, У и Т.
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При изучении падения материального тела можно пренебречь со­
противлением воздуха, изменением силы тяжести и др. и считать, что 
движение происходит по прямой с постоянным ускорением g. Тогда 
положение тела в любой момент времени t можно найти, зная его на­
чальное положение и начальную скорость.

Какие значения могут принимать переменные? Во всех приве­
денных ранее примерах переменные величины были скалярными, 
т.е. их значения задаются числами. И в дальнейшем мы будем изучать 
в основном переменные, принимающие числовые значения.

Границы, в которых могут меняться числовые значения пере­
менных, обычно определяются физическими условиями. Так, за­
кон Клапейрона — М енделеева верен лиш ь при значенияхp ,V w T ,  
лежащих в определенных промежутках, находимых эксперимен­
тально.

Изучение различных зависимостей между переменными явля­
ется нашей главной задачей. Хотя величин очень много, но давно 
было замечено, что разные величины, появляющиеся при описании 
далеких друг от друга процессов, могут быть связаны между собой 
одной и той же зависимостью. Поэтому для изучения зависимостей 
полезно отвлечься от физического смысла рассматриваемых пере­
менных.

Для нас в дальнейшем термин «переменная» будет означать букву, 
для которой указано множество принимаемых ею значений.

Например, мы будем говорить: рассмотрим переменную х, прини­
мающую положительные значения.

В огромном море зависимостей между переменными можно выде­
лить три типа простейших зависимостей, которые встречаются чаще 
всего, — это прямая и обратная пропорциональность и квадратичный 
закон.

Пусть х  и у  — две переменные.

1. Переменные х  и у  связаны прямо пропорциональной зависимо­
стью, если их отношение постоянно.

у
С помощью формул эту зависимость можно записать так: — = к ,  

или у = к х ,  где к — постоянное число, к ф 0. х

2. Переменные х  и у  связаны обратно пропорциональной зависи­
мостью, если их произведение постоянно.

Запишем эту зависимость с помощью формул ху = с или у  = — , где 
с — постоянное число, с 0. х
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3. Переменная у  зависит от переменной х  по квадратичному зако­
ну, если ее значения можно вычислить по формуле у  = ах2, где 
а — постоянное число, а * 0.

Заметим, что зависимость первых двух типов имеет симметричный 
характер — если переменная у  прямо (или обратно) пропорциональна 
переменной х, то и, наоборот, переменная х  прямо (или обратно) про­
порциональна переменной у.

3 2 5 5Например, если у  = - х , то х  = -  у  , или если у  = — , то х  = — .
2 3 х  у

Квадратичная зависимость не является симметричной, в нее пере­
менные входят неравноправно. Если у  зависит от х  по квадратичному 
закону, то это неверно для зависимости х  от у.

Графики простейших зависимостей приведены на рис. 12. Графи­
ком прямо пропорциональной зависимости является прямая. График 
обратно пропорциональной зависимости называется гиперболой. Гра­
фик квадратичной зависимости — парабола.

Большинство известных зависимостей между физическими вели­
чинами принадлежит к одному из указанных нами простейших типов. 

Прямая Переменные: Гипербола
t — время;
S  — расстояние;

Парабола

I  — сила тока; I
Т — температура;
Q — теплота;
х абсцисса Окружность

У А у — ах У А I г>~х + у  = R

0 х

Рис. 12

Примеры
1. U= R I — закон Ома, где U — напряжение, / — сила тока, R — со­

противление. Если одна из этих трех переменных постоянна, то
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две другие связаны по закону Ома прямо или обратно пропор­
циональной зависимостью.

2. p V =  R T — закон Клапейрона — Менделеева, где р — давление,
V — объем, Т — температура, R — константа (газовая постоян­
ная). При постоянной температуре дав­
ление и объем газа обратно пропорцио­
нальны друг другу (рис. 13). 
s = vt — закон равномерного движения, 
где j  — путь, t — время, v — скорость.

& закон свободного падения, где

5 — путь, t — время, g — константа. 
q = CU — уравнение конденсатора, где U— 
напряжение, q — заряд, С — емкость.
_ mv2
Е  = ——  — кинетическая энергия мате-

Рис. 13

риальнои точки, где v — скорость, т — масса.
1 ,

7. V = - n R  Н  — объем кругового конуса, где R — радиус основа­

ния, Я  — высота.

8. т' = — — формула для нормы прибавочной стоимости, где т —
v

прибавочный труд, v — необходимый труд.

Определение функции

Пусть даны две переменные х  и у. Говорят, что переменная у  являет­
ся функцией от переменной х, если задана такая зависимость между 
этими переменными, которая позволяет для каждого значения х  одно­
значно определить значение переменной у.

Примеры функций
1. у  = кх + Ь.
2. ,к =  |4
3. у = х 2.

4. у  = —, х  > 0.

В каждом из этих примеров указана формула, позволяющая для 
каждого значения переменной х  однозначно вычислить значение пе­
ременной у.
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Для того чтобы задать функцию, нужно указать:
1) множество всех возможных значений переменной х. Это мно­

жество, которое мы будем обозначать D, называют областью 
определения функции;

2) правило, по которому каждому числу х  из множества D сопо­
ставляется число у, определяемое числом х. Это число у  называ­
ется значением функции в точке х.

Функция обычно обозначается одной буквой, например /  Значе­
ние ф ун кц ии /в  точке х  обозначается Дх).

Итак, если задана функция / ,  то задано множество чисел D = D(f) 
и каждому числу х  е D сопоставлено число у  =f{x).

Переменную х  называют аргументом. D — это область значений ар­
гумента.

Пусть задана функция /  с областью определения D. Рассмотрим 
плоскость с декартовой системой координат. По оси абсцисс будем от­
кладывать значение аргумента, а по оси ординат — значение функции. 
Для каждого числа х  е D вычислим у  = f(x) и построим точку М с коор­
динатами (x ,f(x )) (рис. 14). Множество всех таких точек образует кри­
вую, называемую графиком ф ун кц ии /в  заданной системе координат.

М(х\/(х))

D

Рис. 14

Итак, графиком функции /назы вается множество точек плоскости 
с координатами (х,Дх)), где х  пробегает область определения функции/  

На рисунках 15 и 16 изображены графики функций, которые были 
приведены здесь в качестве примера.

Изученные ранее простейшие зависимости определяют три важ­
нейшие функции:

с1) у  =кх\ 2) у  = 3) у  = ах2.

Эти функции являются представителями функций из трех классов, 
которые мы будем в дальнейшем рассматривать: линейных, дробно­
линейных и квадратичных.
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У

у = х

О

Рис. 16Рис. 15

Способы задания функции

Для того чтобы определить переменную у  как функцию от перемен­
ной х, нужно задать множество значений аргумента х  и указать прави­
ло вычисления значений у  в зависимости от х. Сначала обсудим, как 
задается правило вычисления значений. Во всех приведенных ранее 
примерах правило вычисления задавалось явной формулой, содержа­
щей определенные операции.

Обучаясь математике, мы ознакомились с различными действия­
ми, операциями над числами. Например, используя только сложение 
и умножение, можно из числа х  получить новые числа, скажем, Зх, 
Зх + 5, х3 + Зх + 5 и др. Такие выражения, многочлены, могут служить 
для построения довольно богатого запаса функций.

Использование деления расширяет этот запас. Теперь можно обра-
1 х  +1 2хзовать выражения вида —, ----- , -----  и др. Построенные таким об-
х  х  х  - 1  

разом функции называют рациональными.
Операция деления отличается от сложения и умножения тем, что 

она не всегда определена — в знаменателе дроби нельзя ставить нуль.

Поэтому, например, в выражение f Х можно подставить любые
х  — 1

числа, кромех =  1 и х  =  —1, при которых знаменатель равен нулю.
Появление новых операций и введение специальных знаков для 

их обозначения приводит к дальнейшему обогащению наших воз­
можностей — извлечение корня, нахождение синуса, переход к мо­
дулю числа и т.п.

Например, пустьДх) равно —1, если х<  0, равно 0, еслих =  0, и рав­
но +1, если х > 0. Этими словами мы описали правило вычисления,
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применимое к любому числу. Обозначим числоДх), найденное по это­
му правилу, через sgnx (от лат. signum — знак). Теперь с помощью сим­
вола для обозначения новой операции можно строить новые формулы,

например g(x) =  — + sgn (х — 1).

Если функция задана формулой и не указаны никакие ограниче­
ния, то ее областью определения считается множество всех значе­
ний аргумента, при которых выполнимы все операции, участвующие 
в формуле. Это множество называют естественной областью определе­
ния данной функции.

Так, естественной областью определения функции у  = V1 —х 2 яв­
ляется множество чисел х, для которых 1 — х2 > 0, т.е. промежуток 
[-1 ,1 ] .

Еще раз обратим внимание на то, что две важные операции — де­
ление и извлечение корня четной степени — выполнимы не всегда 
(нельзя разделить на нуль, нельзя извлечь корень четной степени из 
отрицательного числа). Это ограничение надо помнить и учитывать 
при нахождении области определения функции, в задании которой 
участвуют указанные операции.

Значения функции у  = >/х2 + 1 вычисляются путем последователь­
ного выполнения операций: возведения в квадрат, прибавления еди­

ницы, извлечения квадратного корня. Можно сказать, что у  = -Jx2 +1 
является «сложной функцией», составленной из более простых: и = х2; 
v =  и + 1; y  = ^fv .

Итак, правила вычисления значений функции могут задаваться 
формулами, полученными с помощью действий над числами.

Другой важный способ задания значений функции — табличный. 
В таблице можно непосредственно указать значения функции, однако 
лишь для конечного набора значений аргумента.

Вычисление значений функции может быть запрограммировано 
в калькуляторе. Вычислительное устройство может служить спосо­
бом задания новой функции. Современные вычислительные машины 
снабжены клавишами, позволяющими немедленно вычислить значе­
ния многих функций.

Наконец, часто функцию задают с помощью графика. Этот способ 
очень удобен — он позволяет наглядно представить свойства функции.

Примеры
На рисунке 17 изображены вольт-амперные характеристики неко­

торых электрических элементов, т.е. графически заданные зависимо-
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сти напряжения от силы тока. Они получены не по готовой формуле, 
а экспериментально.

На рисунке 18 изображена кардиограмма работы человеческого 
сердца. Ее можно считать графиком изменения электрического потен­
циала U на волокнах сердечной мышцы во время сердечного цикла.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова и обозна­
чения, появившиеся в тексте: функция, область определе­
ния функции, график функции у = f{x). Приведите примеры 
их использования.

2. Что нужно указать для задания функции?
3. Что такое график функции?
4. Какие вы знаете способы задания функции?
5. Что понимают под областью определения функции, заданной 

формулой?
6. Приведите пример линейной функции.
7. Приведите пример дробно-линейной функции.
8. Приведите пример квадратичной функции.
9. Приведите пример функции, естественная область определения 

которой меньше, чем вся числовая ось*.
10. Приведите пример графического задания функции.

Рис. 17 Рис. 18

§ 4. Исследование функции

Чтение графика

Рассмотрим функцию / ,  график которой показан на рис. 19. О каких 
свойствах ф ункции/мож но сказать, глядя на график?
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Наибольшее
значение

min
Наименьшее t;  
значение

1. Спроектируем точки графика на ось х. Мы получим отрезок 
[я; b]. Он является областью определения функции D (f ) = [а\ Ь]. Каж­
дая прямая, параллельная оси у  и проходящая через точку этого отрез­
ка, пересекает график в одной точке. Вертикальные прямые, проходя­
щие через точких  вне отрезка [a, ft], график не пересекают.

2. Рассмотрим точки пересечения графика с осью х: х ь х 2, х3, х4. 
В этих точках функция обращается в нуль. Числа Х \ ,  х2, х3, х4 являют­
ся корнями уравнения Дх) = 0. Итак, множество чисел {Х|, х2, х3, х4} 
представляет собой множество решений уравнения/!*) =  0. Указанные 
числа называются нулями функции (или корнями функции).

3. Нули функции/разбиваю т отрезок [а, b] на промежутки, в каж­
дом из которых функция /сохраняет постоянный знак. Функция по­
ложительна на промежутках (а, х,), (х2, х3), (х4, Ь) и отрицательна на 
промежутках {хи х 2), (х3, х4).

Объединение промежутков (а, х,) и  (х2, х3) и  (х4, Ь) представляет 
собой решение неравенстваД х) > 0.
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4. Из рисунка 19 видно, какую роль для определения формы графи­
ка играют «горбы» функции/  Они соответствуют точкам т х,т 2,т ъ. Вы­
ясним, какие свойства функции характеризуют «горбы» и «впадины».

Точка т х замечательна тем, что если мы рассмотрим ход изменения 
функции/ вблизи нее, то значение/ в этой точке будет наименьшим. 
Отметим еще раз:Д т х) не является самым маленьким значением функ- 
ц и и /(н а  чертеже легко найти точки, в которых значение/меньш е, чем 
Д т х)). Это наименьшее значение среди значений в точках, близких 
к т х. Точно так же в точке т2 функция принимает значение, наиболь­
шее среди значений в точках, близких к т2.

Точку Ш\ называют точкой локального минимума, а точку т2 — точ­
кой локального максимума. Слово «локальный» означает «местный» 
и подчеркивает, ч ю Д т х) — наименьшее значение вблизи точки т х.

Итак, в точках т х и тъ функция /  имеет локальный минимум, 
а в точке т2 — локальный максимум.

5. Наибольшее значение функция /  принимает в точке Ь, а наи­
меньшее — в точке тъ. На этот раз речь идет о самом большом и самом 
малом значениях функции на всей области определения.

Латинские слова «максимум» и «минимум» соответствуют русским 
словам «наибольшее значение» и «наименьшее значение». Иногда ла­
тинские слова оставляют для обозначения «горбов» (и даже опускают 
слово «локальный») и просто говорят: точки максимумов и миниму­
мов функции, а русские слова — для обозначения общего, глобально­
го, абсолютного максимума и минимума. Часто используют еще одно 
латинское слово — «экстремум», которое объединяет оба понятия: 
максимум и минимум.

6. Что можно сказать о поведении ф ун кции /на промежутках меж­
ду точками экстремумов?

Из графика ясно, что на отрезке [а, т х] функция/ убывает, затем на 
отрезке [тх, т2] она возрастает, на отрезке \т2, т}\ ф ункция/убы вает
и, наконец, на отрезке \т3, Ь) снова возрастает.

7. Спроектируем точки графика на ось у. Мы получим отрезок 
[т, М \, являющийся областью значений функции/  Он состоит из всех 
точек у, являющихся значениями функции /  при каком-либо (не обя­
зательно одном) значении х.

Свойства функции

1. Область определения — множество значений аргумента, при ко­
торых задана функция.
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Например: 1)/(х)

Геометрически — это проекция гра­
фика функции на ось абсцисс (рис. 20).

Если функция задана формулой, то 
имеется в виду ее естественная область 
определения, т.е. множество чисел, к ко­
торым применима данная формула. От­
вет можно привести, записывая отрезок 
числовой оси с помощью неравенств 
или указывая «исключительные» значе­
ния аргумента (значения, которые не 
входят в область определения функции).

; D (f) = Ж\ 2) А х) = ~ ; D(f): х * 0 ,  или D(f)\
+ 1 х

(—оо; 0) и  (0; +оо); 3)/[х) = yfx ; D(f): [0; +<»), илил:> 0.
2. Нули функции — это точки, в которых функция обращается 

в нуль, или, иначе говоря, решения уравнения Дх) =  0.
Геометрически — это точки пересечения графика функции с осью 

абсцисс (рис. 21).
3. Знакопостоянство — это промежутки, на которых функция по­

ложительна или отрицательна, или, иначе, решения неравенств 
А х)  > 0 и А х) < 0.

Геометрически — это участки оси абсцисс, соответствующие точ­
кам графика, лежащим выше (ниже) этой оси (рис. 22).

Промежутки знакопостоянства функции, рассмотренной ранее, 
определялись ее корнями (см. рис. 19). Однако из этого правила быва­
ют исключения. Такие графики показаны на рис. 23, а—в.

В случаях а и б на рис. 23 функция изменила свой знак, но в нуль не 
обратилась. Это бывает тогда, когда график функции разорван. Осо­
бенно характерным является случай а, здесь в точке х  =  0 функция 
просто не определена. Случай в показывает, что функция может об­
ратиться в нуль, но знака при этом не изменяет.
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Рис. 23

4. Тонки экстремума — точки, лежащие внутри области определе­
ния, в которых функция принимает самое большое (максимум) 
или самое малое (минимум) значение по сравнению со значе­
ниями в близких точках.

Геометрически — это точки оси аб­
сцисс, в которых график функции имеет 
«горб» (рис. 24).

В простейших случаях точки экстре­
мума находятся непосредственно. Нахож­
дение точек экстремума более сложных 
функций делается с помощью произво­
дной.

5. Монотонность. Под монотонно­
стью функции понимают ее возрас­
тание или убывание.

Уточним понятие монотонности функции. При грамотном исполь­
зовании терминов «возрастание» и «убывание» функции надо обя­
зательно указывать, на каком участке изменения аргумента рассма­
тривается монотонность функции. Мы будем использовать понятие 
функции, монотонной на промежутке.

Рассмотрим ф ун кц и ю /и  некоторый промежуток, целиком входя­
щий в область определения функции/  Обозначим выбранный проме­
жуток одной буквой, например А.

Ф ункция /  называется возрастающей (убывающей) на проме­
жутке А, если для любых двух чисел х х и х 2 из этого промежутка, 
таких что < х2, выполняется условие f(x \) < f ( x 2) (соответственно,
А х  О > А х2».

Символически определение возрастания функции может быть за­
писано так: Х\ < х 2 =>АХi) <Axi). Символ => мы будем использовать для 
обозначения условного утверждения: если.., то...



36 .  МАТЕМАТИКА

Примеры
1. Функция у  = 2х является возрастающей на всей числовой оси 

(и, разумеется, на каждом ее промежутке).
2. Функция у  = Зх2 является убывающей на промежутке (— оо, 0] 

и возрастающей на промежутке [0, + о о ).

Функция у  = — является убывающей как на промежутке (— оо, 0),
JC

так и на промежутке (0, + о о ).

Подчеркнем еще раз, что мы будем говорить о монотонности функ­
ции только на промежутке, целиком входящем в ее область определе­

ния. Поэтому нельзя сказать в целом о функции у  = — , что она моно-
х

тонна, хотя она убывает на каждом промежутке, где она определена.
Все функции, с которыми мы будем в дальнейшем встречаться, 

склеены из функций, монотонных на промежутках. Иначе говоря, 
мы будем изучать такие функции, область определения которых 
можно разбить на промежутки, на каждом из которых функция мо­
нотонна.

Разберемся в том, что может происходить при склеивании функ­
ций, монотонных на двух соприкасающихся промежутках А и В.

Все интересующие нас случаи представлены на рис. 25 и 26. 
Прежде всего, наглядно видна разница между двумя группами гра­
фиков.

Рис. 25
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Рис. 26

Все функции, изображенные на рис. 25, определены в точке сты­
ковки промежутков А и В. Кроме того, графики этих функций не име­
ют разрывов в отличие от всех графиков, изображенных на рис. 26.

Ситуация, изображенная на рис. 25, ясна. В случаях а и б промежут­
ки А и В надо объединить. Функция останется монотонной в объеди­
ненном промежутке. В случае в возрастание функции на промежутке Л 
сменяется убыванием на промежутке В. В точке стыковки функция 
имеет максимум. Наоборот, в случае г в точке стыковки функция име­
ет минимум.

Во всех случаях, изображенных на рис. 26, функция имеет разрыв 
в точке стыковки промежутков монотонности. Такую точку стыков­
ки мы будем называть особой тонкой. Поведение функции вблизи 
особой точки может быть различным, как это видно из рис. 26. При 
построении графиков функций особые точки придется исследовать 
отдельно.

6. Симметрия графика. Часто график функции является симме­
тричным. На рисунке 27 представлены различные виды симме­
трии графика. В случае а график обладает осевой симметрией 
(относительно оси у); в случае б график симметричен относи­
тельно начала координат; в случае в график периодически по­
вторяется. Первое из этих свойств называется четностью, вто­
рое — нечетностью, третье — периодичностью.
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a d  «
Рис. 27

Функция у  = f(x) называется четной, если при всех значениях аргу­
мента Д —х) =Дх).

При этом имеется в виду, что если х  входит в область определения, 
то и —хтакже входит в нее, т.е. что область определения ф ункции/сим ­
метрична относительно начала координат.

Так как точки (х; у) и (—х; у) одновременно принадлежат или не 
принадлежат графику четной функции, то этот график симметричен 
относительно оси у.

Аналогично, функция у  =Дх) с областью определения, симметрич­
ной относительно начала координат, называется нечетной, если при 
всех значениях аргумента Д —х) = —Дх).

Так как точки (х; у) и (—х; —у) одновременно принадлежат или не 
принадлежат графику нечетной функции, то график симметричен от­
носительно начала координат.

Функция у  = Дх) называется периодической, если существу­
ет такое число Т  > О, что при всех х выполняются равенства 
Дх) = Д х  + 7) = Д х -  7).

Разумеется, при этом имеется в виду, что область определения 
функции вместе с точкой х содержит и точки х ±  Т.

Если число Т>  О является периодом ф ункции/, то и числа 2 Г, 37" 
и др., т.е. числа п Т  при любом натуральном п, являются периодами 
этой функции. Как правило, у функции существет наименьший по­
ложительный период. Если Т — наименьший положительный период 
функции/ ,  то все ее другие периоды имеют вид пТ, где п е N.

Действительно, если U> Т  — период, больший Т, то мы запишем 
равенство U =  п Т  + V, где n e N u O < V < T ,  V  можно найти, откла­
дывая на отрезке длины U отрезок Т  столько, сколько это возможно. 
V — U — п Т  также будет положительным периодом. Неравенство V< Т  
противоречит выбору Т  в качестве наименьшего положительного пе­
риода.

Тригонометрические функции синус, косинус, тангенс и котан­
генс являются периодическими (о них далее в главе 3). Приведем еще
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один важный пример периодической функции. Рассмотрим функцию 
у  = х  — [х], где через [х] обозначена целая часть числа. Эта функция 
является периодической с наименьшим положительным периодом, 
равным 1:

f[x  + 1) =  х + 1 — [х + 1] =  х + 1 — [х] — 1 =  х — [х] =Дх).

График этой функции изображен на рис. 28.
7. Ограниченность функции. Функция у  = Дх) с областью опреде­

ления D (f) называется ограниченной, если существует такая 
константа М, что для всех х е D (f)  выполняется неравенство 
|Дх)| < М.

Можно рассчитывать одностороннюю огра­
ниченность, требуя существования констант М  
и N, таких, чтобы выполнялись неравенства:

f(x ) < М  — ограниченность сверху; Дх) > М  — 
ограниченность снизу.

Легко проверить, что одновременная огра­
ниченность сверху и снизу равносильна общему 
понятию ограниченности.

У /

я / ,
0 X

Рис. 28

Примеры

1. Функция у  = Дх), где / ( х )  = 1

1 + X
ограничена, так как 1 + х2 > 1 и

----- 2 -  1 (Рис- 29). Модуль писать не

1
1 + х 

нужно, так как > 0 .
1 + х 2

Функция у  = 1 + х2 не ограничена, так как может принимать 
сколь угодно большие значения, но она является ограниченной 
снизу, так как 1 + х2 > 1 (рис. 30).

Рис. 30 Рис. 31



40 .  МАТЕМАТИКА

Аналогично функция у  = 1 — х2 ограничена сверху: 1 — х2 < 1, но не 
ограничена снизу.

3. Функция у  = х  не ограничена ни сверху, ни снизу (рис. 31).

8. Непрерывность. Ранее были (см. рис. 26) изображены графики 
функций, которые мы назвали разрывными. Попробуем более 
точно определить, что такое непрерывная функция.

Если в данной точке у функции разрыв, то это означает, что при 
маленьком сдвиге значения аргумента значение функции совер­
шит скачок. Наоборот, ф ункция непрерывна в данной точке, если 
при маленьком изменении аргумента мало будут меняться ее зна­
чения.

Какие разрывы могут встретиться у изучаемых нами функций? 
Разобьем область определения функции на промежутки монотонно­
сти и отдельно рассмотрим разрыв внутри промежутка монотонности 
и в точке стыковки.

Пусть функция /м о н о то н н а (например, возрастает) на конечном 
промежутке [а, Ь\. Пусть Д а) =  с и fib ) = d. Непрерывность функции /  
означает, что при изменении аргумента от а до b она принимает без 
пропусков все промежуточные значения от с до d. Разрывность моно­
тонной функции означает наличие скачков, пробелов, пропусков сре­
ди ее значений (см. рис. 26, а).

Разрывы в точках стыковки промежутков монотонности могут быть 
устроены сложнее. Чаще всего у нас будут встречаться «бесконечные»

разрывы, аналогичные разрыву в точке х  =  0 у функции у  = — .
х

Пусть ф ункция/ монотонна и непрерывна на отрезке [а, Ь\. Как 
мы уже сказали, это означает, что она принимает все промежуточные 
значения. Отсюда следует, что если на концах отрезка функция/ при­
нимает значения разных знаков, то в некоторой точке она обращается 
в нуль (рис. 32). Это свойство непрерывной функции часто использу­
ется при решении уравнений с помощью графика.

Рис. 32
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Схема исследования функции

Определенные нами возможные свойства функции полезно собрать 
в одну схему, по которой полезно проводить исследование определен­
ных функций. Заметим, что после изучения производной мы сможем 
проводить полное исследование и построение графиков более слож­
ных функций, чем мы это делаем в настоящее время.

Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте, понимаете ли вы смысл следующих ключевых слов: 
экстремум, максимум, минимум, монотонность, четность, не­
четность, непрерывность.

2. Как с помощью графика найти область определения функции?
3. Как графически изображаются корни (нули) функции?
4. Как с помощью графика найти промежутки, на которых функ­

ция сохраняет постоянный знак?
5. Что такое точка локального максимума (минимума)?
6. Чем отличается наибольшее значение функции от ее локального 

максимума?
7. Перечислите, какие свойства функции включаются в схему ее 

исследования.
8. Дайте определение четной и нечетной функции. Какой симме­

трией обладают графики этих функций?
9. Дайте определение периодической функции. Как выглядит гра­

фик такой функции?
10. Какая функция называется ограниченной?

§ 5. Операции над функциями и их графиками

Арифметические операции

Над функциями можно производить арифметические операции — 
сложение, умножение, деление. Пусть даны две функции / u g  с одной 
и той же областью определения D.

Суммой функций / и  g называется функция h = /+  g, с той же обла­
стью определения, значения которой в точке х  получаются сложением 
значений функций f u g  в этой точке:

h(x) = f(x) + g(x).
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Аналогично определяется умножение функций.
При делении функций возникают проблемы — надо требовать, что­

бы функция, попадающая в знаменатель, не обращалась в нуль.
Итак, при определении арифметических операций над функциями 

у нас возникло два ограничения — у них должна быть одинаковая об­
ласть определения, а при делении на функцию еще нужно дополни­
тельно требовать, чтобы она не обращалась в нуль.

Что же делать, чтобы избавиться от этих ограничений? 
Простейший способ — уменьшить, сузить область определения 

функций. Так, чтобы сложить функции у  = х  и у  = \[х , у первой из ко­
торых область определения — Ж, а у второй — промежуток х  > 0, надо 
сначала область определения первой функции ограничить и считать ее 
такой же, как у второй функции. В итоге функция у  = х  +  \[х считает­
ся заданной при х  > 0.

Аналогично при делении функции у  = х2 на функцию у  = х  — 1 мы 
должны исключить из области определения первой функции точку 
х  =  1, в которой вторая функция обращается в нуль. В итоге функция 

X2у  = ------ считается определенной при всех х  * 1.
х  — 1

С помощью арифметических операций над функциями из по­
стоянных функций и простейшей функции у  = х  можно построить 
ш ирокий класс функций, которые задаются формулами вида 

Р(х)f ( x )  = ------ , где Р(х) и Q(x) — многочлены с буквой х. Такие функ-
Q(x)

ции называются рациональными. Они определены во всех точках, 
при которых Q(x) 0. При Q(x) = 1 рациональные функции стано­
вятся многочленами.

Композиция функций

Чаще всего встречаются функции, заданные формулой. Формула стро­
ится путем последовательного выполнения различных известных опе­
раций над аргументом и постоянными числами. Эта процедура может 
быть уточнена с помощью понятия сложной функции.

Пусть даны две функции: у  = g(x) и z =f(y)- Сложной функцией (или 
композицией функции f u g )  называется функция z = h(x), значения 
которой вычисляются по правилу h(x) — fig(x)), т.е. сначала вычисля­
е т с я ^ ) ,  при этом получается некоторое числом, а затем вычисляется 
значение/ в точке у.
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Со сложными функциями мы, разумеется, встречались и раньше.

функций у  — 1 — х 2 и z — у[у ■
Для организации вычислений по сложно устроенной формуле надо 

суметь разобраться в последовательности производимых операций, 
т.е. представить сложную функцию как композицию более простых. 
При этом встречается несколько трудностей. Первая из них связана с 
обозначениями. В приведенном ранее определении использованы три 
переменных: х, у  и Z- Ясно, что если у  есть функция от х, a z  есть функ­
ция от у, то z  можно рассматривать как функцию от х. Однако часто 
приходится составлять сложную функцию из двух функций, обозна­
ченных одной и той же переменной. Скажем, как составить компози-

X
цию функций у  = х2 и у  = ------, или в общем виде у  =f{x) и у  = g(x)? Для

х  + \
этого надо уточнить порядок применения данных функций, напри­
мер, сначала g, а потом/ или, наоборот, сначала/, а затем g. Для при­

веденного примера мы получим две различные функции: у  =

Для записи сложной функции употребляется значок о, например 
запись h = /  о g означает, что функция h получена как композиция 
функций g  и /(сначала применяется g, а затем / ,  т.е. (fog) =f(g{x)). Как 
показывает приведенный пример, операция образования сложной 
функции (или операция композиции функций) не обладает переме­
стительным свойством: f ° g * g ° f

Другая трудность в обращении со сложными функциями состоит 
в том, что при этом необходимо следить за областями определения. 
Чтобы можно было вычислить сложную функцию h = f{g{x)), надо, 
чтобы число g(x), т.е. значение функции g, попадало в область опреде­
ления функции / .  Так, вычисляя значения функции у  = \1 \ — х 2 , мы 
должны брать только те числа х, для которых 1 — х2 > 0, т.е. те, для ко­
торых число 1 — х2 попадает в область определения функции у  = 4 х  .

Обратная функция

Так, функцию можно рассматривать как композицию

х
И у  = —  , а в общем виде у  =f[g(x)) и у  = g(f[x)). 

х  +1

Формула для вычисления площади круга по его радиусу: S  = tzR2. Эта 
формула задает площадь круга S  как функцию его радиуса R, т.е. для
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каждого (положительного) числа по этой формуле вычисляется пло­
щадь круга S. Представим себе, что надо решить обратную задачу: по 
данной площади круга S  вычислить его радиус. Для этого выразим

R через S  так: R =  . Новая формула задает радиус круга R  как функ­

цию его площади S. Полученные две функции S  = S(R) и R = R(S) яв­
ляются примерами взаимно обратных функций.

Примеры

В каждом из указанных примеров соответствие между переменны­
ми величинами, задаваемое взаимно обратными функциями, одно и то 
же. В самом деле, зависимость между радиусом и площадью круга оста­
ется одной и той же: записывается ли она в виде S  = яR2 или же в виде

и ту же зависимость между переменными х  и у. Аналогично функции 
третьего примера происходят от одной и той же зависимости, которую 
можно записать так: ху = х  + 2у.

Две функции f u g  называются взаимно обратными, если формулы 
у  = Д х) и х  =  g(y) выражают одну и ту же зависимость между перемен­
ными х  и у, т.е. если равенство у  = f(x) верно тогда и только тогда, когда 
верно равенство х  = g(y):

Если две функции / и  g взаимно обратны, то g называют обратной 
функцией д л я /и , наоборот,/— обратной для g.

Как ответить на вопрос: что такое обратная функция для функ­
ции / ?  Это можно сделать следующим образом: обратная функция для 
функции/ — это такая функция g, ч т о /и  g образуют пару взаимно об­
ратных функций.

у 5
Как мы уже отметили, зависимость у  — 2х + 5 и х — j ~ 2  межд^

переменными х  и у  одна и та же. Эту же зависимость можно записать 
и так: 2х — у  + 5 = 0. Из последней формулы можно выразить у  как 
функцию от х, а можно и, наоборот, выразить х  как функцию от у. Эти 
две функции будут взаимно обратны.

1. у  = 2 х + 5 и х  =
2 2

2. у  = х г, х>  0 и х  =  %[у .

R =

y  = g(x)<^>x = g(y).
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Таким образом, исходным понятием является понятие зависимо­
сти. Если есть некоторая зависимость между переменными х  и у, ко­
торая позволяет выразить у  как функцию от х  и х  как функцию от у, то 
эти две функции и являются взаимно обратными.

Графики и свойства взаимно обратных функций

При построении графиков взаимно обратных функций необходи­
мо внимательно следить за обозначениями переменных. Рассмотрим 
функцию /  Аргумент этой функции и ее значения можно обозначить 
произвольными буквами. Так, в формулах .у =х2, S — t2, N =  п2 перемен­
ные обозначены различными буквами, однако каждая из этих формул 
определяет одну и ту же квадратичную функцию.

Определение взаимно обратных функций сделано нами на языке 
зависимостей. Чтобы определить, являются ли эти две ф у н к ц и и /и  g 
(заметьте, здесь пока нет обозначений для переменных) взаимно об­
ратными, надо взять две переменные, например х  и у, составить две 
формулы у  = f(x) и х  = g(y) и затем определить, задают эти две формулы 
одну и ту же зависимость между переменными х  и у  или нет.

Различия в обозначениях переменных сказываются при построе­
нии графиков функций. Пусть у нас есть две переменные х  и у, значе­
ния которых откладываются на выбранных координатных осях, кото­
рые мы обозначаем этими же буквами х  и у. Рассмотрим зависимости

У 5между х и у. у  =  2х + 5; х =  ^  — - ; 2 х  — у  + 5 = 0.

Ясно, что это разные записи 
одной и той же зависимости меж­
ду переменными х  и у:

у =  2х + 5<=>я: =  — — — <=>
2 2 

2х — + 5 =  0.
Поэтому график каждой из 

этих зависимостей один и тот 
же — он состоит из всех точек 
Р(х, у), координаты которых свя­
заны соотношением у  =  2х + 5 
справедливым тогда и только тог-

У 5 О 4да, когда х  = -------или 2х — у  +
2 2

+ 5 =  0 (рис. 33). Рис. 33
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Посмотрим на зависимость х  = У  5 . Она выражает х  как некото-
2 2

рую функцию от у. Аргумент этой функции обозначен буквой у, а зна­
чения — буквой х. Поменяем местами х н у ,  т.е. рассмотрим зависи-

х  5 л  „мость у  = - - - .  Функция осталась одной и той же, но теперь ее

аргумент обозначен, как обычно, буквой х, а значения — буквой у. По­

строим график функции у  = ^  —^  (например, по двум точкам,

см. рис. 33). Мы видим, что этот график отличен от графика зависимо- 
У  5стих =
2 2

Как связаны между собой графики функций у  = 2х+  5 и у  =
2 2

Возьмем какую-либо точку на графике первой функции, например 
Р (0; 5). Поменяем местами координаты, т.е. рассмотрим точку Q (5; 0).

Эта точка лежит на графике второй функции 0 ■ 5 _ 5  
2 2

Точки Р  (0; 5)

и 0(5; 0) симметричны друг другу относительно биссектрисы угла хОу, 
т.е. прямойу=л:. Из рисунка 34 видно, что при любых а и b точки Р(а; Ь) 
и Q(b; а) симметричны друг другу относительно прямой у  = х.

Теорема. Пусть f u g — взаимно обратные функции. Графики функций 
у  = f(x) и у  = д(х) симметричны друг другу относительно биссектрисы 
угла хОу.

Д оказательство. По определению взаимно обратных функций, 
формулы у  =f(x) и х  = g(y) выражают одну и ту же зависимость меж­
ду переменными х  и у, а значит, эта зависимость изображается од-
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ним и тем же графиком — некоторой кривой С (рис. 35). Кривая С 
является графиком функции у  =Дх). Возьмем произвольную точку 
Р{а\ Ь) е С. Это означает, что b = f (а) и одновременно а =  g(b). По­
строим точку Q, симметричную точке Р  относительно биссектрисы 
угла хОу. Как мы заметили раньше, точка Q будет иметь координаты 
СЬ\ а). Так как а = g(b), то точка Р принадлежит графику функции 
у  = g(x); действительно, при х  = b значение у  = а равно g(b). Таким 
образом, все точки, симметричные точкам кривой С относительно 
указанной прямой, лежат на графике функции у  = g(x). Они исчер­
пывают этот график целиком, так как аналогично показывается, 
что всякая точка функции у  = g(x) при указанной симметрии по­
падает на график функции у  =Дх). Теорема доказана.

Свойства взаимно обратных функций
1. Тождества
П усть/и  g — взаимно обратные функции. Это означает, что равен­

ства у  =f[x) и х  =  g(y) равносильны.
Подставим одно из этих равенств в другое. Получим два тождества:

Ле(у) )= У и g(Ax))= х.

Пример
Функции y  = x 2, x > 0 n y =  yfx взаимно обратны. Имеем два тожде­

ства:

2. Область определения
Пусть /  и g — взаимно обратные функции. Область определения 

функции/совпадает с областью значений функции g, и, наоборот, об­
ласть значений функции /  совпадает с областью определения функ­
ции g (рис. 36).

Действительно, обратная функция к функции у  = f{x) определена 
для всякого числа у, которое является значением функции для неко­
торого числа х: мы берем равенство у  = fix )  и из него выражаем х  как 
функцию от у. Это свойство наглядно проявляется на графике: график 
функции у  = f{x) совпадает с графиком обратной функции х  =  g(y), 
только аргумент функции g откладывается по оси у. Ясно, что аргу­
менты функции g — это значения функции/ и наоборот.

Монотонность
Если одна из взаимно обратных функций строго возрастает, 

то и другая строго возрастает (рис. 37).
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Щ
>
х

Рис. 36 Рис. 37

Действительно, п усть/и  g — взаимно обратные функции, причем/  
строго возрастает. Докажем, что тогда и g строго возрастает. Пусть Х\ и 
Х2 — два числа, лежащие в области определения функции g, причем

Х\ < х2. Надо доказать, что g(*i) < g(x2). Обо-

Условие существования обратной функции

Дана функция у  =f[x). Поставим следующий вопрос: при каком усло­
вии существует функция, обратная к функции / ?  По определению, 
обратная функция к функции /  строится так: из соотношения у  = f(x) 
переменную х  можно однозначно выразить через у. Мы уже знакомы с 
примерами функций, для которых это можно сделать. Приведем при­
меры таких функций, для которых нельзя однозначно выразить аргу­
мент через заданное значение функции.

Примеры
1. у  = |х|. Для данного положительного числа у  найдутся два зна­

чения аргумента х  такие, что |х| =  у. Например, если у  = 2, 
то х  = 2 или х  = —2. Значит, выразить однозначно х  через у  
нельзя.

Рис. 38

значим g(xi) = yi,g (x 2) = y 2- Числа у\ и у л еж ат  
в области определения функции / ,  так как 
они являются значениями функции g. Пред­
положим, что у\ > у 2- В силу монотонности 
функции /  имеем f[y{) > f[y2). Но f l y x) = 
=fig(xi)) =  xi иД у2) = х2, т.е. xi >х2, что проти­
воречит условию Х\ < Х2. Следовательно, 
У\ < У2 , что и требовалось доказать. Аналогич­
но рассматривается случай убывающей функ­
ции (рис. 38).
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2. у  = х2. Ситуация здесь такая же, как в предыдущем примере: 
х = у[у ИЛИ X = -y fy  .

3. у  = siruc.

Сравним графически эти примеры с примерами, приведенными 
ранее. Возьмем число у0 из области значений ф у н к ц и и /и  проведем 
прямую у  = jo, параллельную оси абсцисс. В ранее рассмотренных 
случаях эта прямая пересекает график в одной точке, т.е. можно по 
заданному значению у  однозначно найти значение х. В последних 
трех примерах при некоторых у  прямая пересекает график более чем 
в одной точке: для этих значений у  мы не можем однозначно найти х, 
значит, эти функции не имеют обратных (рис. 39).

Рис. 39

Дадим геометрическую трактовку условия того, что функция имеет 
обратную.

Функция у  = f{x) имеет обратную, если всякая прямая у  = уо пере­
секает график функции у  = Дх) не более чем в одной точке (она может 
совсем не пересекать график, если уо не принадлежит области значе­
ний функции J).

Это же условие можно сформулировать иначе: уравнение fix ) = у0 
при каждом уо имеет не более одного решения.

Условие того, что функция имеет обратную, заведомо выполняется, 
если функция строго возрастает или строго убывает. Действительно, 
если/, например, строго возрастает, то при двух различных значениях 
аргумента она принимает различные значения, так как большему зна­
чению аргумента соответствует большее значение функции. Следова­
тельно, уравнение Дх) =  у  для строго монотонной функции имеет не 
более одного решения.

Мы знаем, что многие функции не имеют обратных. Если при не­
котором b уравнение Дх) =  b имеет более одного решения, то функция 
у  = fix )  обратной не имеет. На графике это означает, что прямая у  = b 
пересекает график функции более чем в одной точке.

Многие изучавшиеся ранее функции не имеют обратных, например 
у  = х 2. С неоднозначностью решения уравнения Дх) =  b можно спра­
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виться следующим образом: уменьшить область определения функ­
ции / так, чтобы ее область значений не изменилась, но чтобы каждое 
свое значение она принимала ровно один раз.

Примеры
1. у  = х2,х >  0.
2. у =  х2,х < 0 .

В каждом из приведенных примеров
функция сохранила область значений: это 
промежуток [0; + о о ) .  В то же время, умень­
шив область определения, мы добились 
монотонности функции, а значит, и един­
ственности решения уравнения Дх) = b. 

Каждая из описанных функций имеет
обратную функцию: у  = 4 х  для первого 

Рис. 40 /—
примера и у  = -s jx  для второго (рис. 40).

Преобразования графиков

1. Параллельный перенос
Главное назначение понятия функции состоит в том, чтобы с его 

помощью научиться описывать зависимости между переменными ве­
личинами. Основные свойства таких зависимостей не должны суще­
ственно меняться при изменении способа измерения этих величин, 
т.е. при изменении их масштаба и начала отсчета. С другой стороны, 
за счет более рационального выбора способа измерения переменных 
величин обычно удается упростить запись зависимости между ними, 
привести эту запись к некоторому стандартному виду. На геометри­
ческом языке изменение способа измерения величин означает не­
которые простые преобразования графиков, к изучению которых мы 
и переходим.

Изменение начала отсчета переменных приводит к параллельному 
переносу. Возьмем переменную х  и перенесем начало ее отсчета в точ­
ку х0. Новую переменную обозначим х '. Связь между переменными х  
и х' записывается формулой х ' = х  — х0 или х  = х ' + х0. Чтобы не оши­
биться в знаке, полезно убедиться в том, что значению исходной пере­
менной х  = х0 соответствует нулевое значение переменной х '. Анало­
гично, сдвигая науо значения переменной у, получаем перем енную /, 
связанную с у  формулами у ' = у  — у0, у  = у ' + уо.

Установим связь между графиками функций у  = Д х) и у  = Д х  — а). 
Если мы обозначим х  — а через х' (т.е. если мы сдвинем начало отсчета



ГЛАВА 1. ЧИСЛА, ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ • 51

аргумента в точку а, то получим соотношение у  = /{х '). Это означает, 
что для построения графика функции у  = fix  — а) надо изобразить гра­
фик исходной функции в системе координат (х ', у), т.е. сдвинуть гра­
фик функции у  = fix )  на вектор ОМ' (а, 0). Так как переменная у  не 
меняется, то сдвиг происходит параллельно оси х  (рис. 41, а). Этим 
свойством мы уже пользовались при сравнении графиков функции 
у  = к х и у  = кх + Ь.

У АII

=/(* -

о М ' X

а)

Аналогично, график функции у  = fix ) + b связан с графиком функ­
ции у  = fix). Обозначив у — b через у', получим у' =  fix ). Это означает, 
что для построения графика функции у  = fix) + b надо изобразить гра­
фик исходной функции/ в системе координат (х, у'), т.е. сдвинуть гра­
фик функции у  = fix)  на вектор ОМ' (0, Ь). При этом происходит па­
раллельный перенос вдоль осиу (рис. 41, б).

Иногда приходится менять начало отсчета одновременно и у аргу­
мента х, и у функции у, т.е. рассматривать зависимость вида 
у  = fix  — а) + b (или у  — b = fix  — а)). При построении графика функции 
у  = fix  — a) + b надо сделать два параллельных переноса на векторы ОА 
и О В , которые можно заменить одним параллельным переносом на 
вектор ОС (рис. 42). При этом точка (х0, у0) графика функции у  = fix)  
переходит в точку (х0 + а ,у 0 + Ь) графика функции у  = fix  — а) + Ь.

Примеры поведения графика при параллельном переносе приведе­
ны на рис. 43, 44.

2. Изменение масштаба
Изменим масштаб измерения величины х. Результат измерения 

в новом масштабе обозначим через х'. Чтобы найти связь между значе­
ниями х  и х', достаточно знать, какое значение переменной х' соответ­
ствует единице масштаба переменной х. Пусть это значение равно к.

х '
Тогда все другие значения изменятся пропорционально, т.е. — = к , 
или х' = кх  (проверим, что при х  = 1 значение х' равно к).
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Отсюда следует связь между графиками 
функций у  -  fix )  и у  = f i кх) -  fix ') , где 
х' = кх: график функции у  = fikx) получает­
ся из графика функции у  = fix )  некоторым 
растяжением или сжатием вдоль оси х. При 
к  > 1 происходит сжатие графика, так как

х' =  1 получается при х  = — < 1 и точка на
к

исходном графике, соответствующая аргу­
менту, равному 1, соответствует точке но-

1вого графика при х  =  —. Аналогично, при к < 1 происходит растяже- 
к

ние графика.
С вязь между графиками ф ункций у  = f(x )  и у  = kfix)  устанавли­

вается аналогично. Только теперь надо менять масштаб измере­

ния у. у ' =  — у, у  = ку'. Ситуация стала противоположной: при 
к

к  > 1 происходит растяжение граф ика вдоль оси у , а при к  < 1 — 
его сжатие.

Поведение графика при изменении масштаба изображено на 
рис. 45.

Рис. 45



ГЛАВА 1. ЧИСЛА, ФУНКЦИИ И ГРАФИКИ • 53

В преобразованиях у  = f(kx )  и 
у  = kf(x) мы считали, что к  > 0. Что­
бы включить и случай к  < 0, рас­
смотрим сначала к  = — 1. Так как 
точки (х , у) и (—х, у) симметричны 
относительно оси у, то и графики 
функций у  = f{x)  и у  = f ( —x) сим ­
метричны относительно этой оси 
(рис. 46). Аналогично, графики 
функций у  = f(x )  и у  = —f(x )  сим ­
метричны относительно оси х.

Пользуясь тремя типами преобразований графиков (параллельный 
перенос, растяжение — сжатие и симметрия), можно, исходя из графи­
ка функции у  = /{х), построить график функции у  = Afikx + b) + В при 
любых значениях параметров А, В, к, Ь.

Пример
V

Построить график функции у  -
х  + 2

У - 1

Преобразуем 

-2

правую часть: 

2

х  + 2 - 2
Л- т.е.

х+ 2 х+ 2  х+ 2  

или у —1 = — ^  . Отсюда ясно, какие преобразования

1

Ч----1— ь

У А

х+ 2  х+ 2

надо сделать с известным графиком у  = — , чтобы построить требуе­
те

мый график: его надо отразить относительно оси х  (или оси у; это в 
данном случае безразлично), растянуть по оси у  и затем сделать па­
раллельный перенос в точку 
(—2, 1). Практически поступа­
ют так: строят «крест» — пря­
мые х  = —2 и у = 1  — через точ­
ку, в которую нужно перенести 
начало координат, а затем ги­
перболу располагают в пер­
вом — третьем или втором — 
четвертом квадрантах в 
зависимости от знака числите- 

с - + Ь (в на-ля с в записи у  ■
х  — а

шем случае с =  —2) (рис. 47). Рис. 47
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Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте, понимаете ли вы смысл следующих ключевых слов: 
арифметические операции над функциями, сложная функция, 
обратная функция, преобразование графиков.

2. Как определяется рациональная функция?
3. Как определяется сложная функция?
4. Расскажите, как связаны между собой свойства и графики вза­

имно обратных функций.
5. Проверьте, понимаетеливы смысл обозначений :/(* — a), f[x) + b, 

Акх).
6. Как перемещается график функции у  = f(x  — а) при изменении 

параметра а?
7. Как перемещается график функции у  = Д х) + b при изменении 

параметра bl
8. Как связаны между собой графики функций у  = fix ), у  = f ( —x) 

и у  = -Дх)?
9. Как связаны между собой области определения функций у  =f{x), 

у  = Д х  - а ) ,  у  =/{х) + Ь, у  = Л ~х) и у  = -Д х)?
10. Как изменится график функции у  = f(kx)  при изменении пара­

метра к? Тот же вопрос для функции у  = kfix).

§ 6. Обзор свойств известных функций

Линейная функция

1. Свойства линейной функции
Линейной функцией называется функция вида у  = кх + Ь.
Здесь х  — независимая переменная, принимающая произвольные 

значения (аргумент), у  — функция, к \ \Ь  — параметры. Если к  = 0, то 
линейная функция становится постоянной (у = Ь). В дальнейшем мы 
часто будем считать, что к ф 0.

Прямо пропорциональная зависимость между переменными х  и у:

= к  j приводит к простейшей линейной функции у  = кх.

Свойства линейной функции у  = кх при к * 0 (рис. 48).
1. Область определения — множество всех вещественных чисел I t .
2. Корни — единственный корень х  = 0.
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3. Промежутки постоянного знака. Они зависят от знака параме­
тра к:
а) к  > 0: у  > 0 при х  > 0; у  < 0 при х  < 0;
б) к < 0: у  > 0 при х  < 0, у  < 0 при х  > 0.

4. Экстремумов нет.
5. Промежутки монотонности:

а) к > 0: у  возрастает на всей числовой оси;
б) к < 0: у  убывает на всей числовой оси.

6. Наибольших и наименьших значений нет.
7. Область значений — множество Ж. (Дей­

ствительно, уравнение кх = а имеет ре­
шение при любом а; следовательно, 
выражение кх (к * 0) принимает любое 
значение.)

8. Четность — функция у  = кх  нечетна.
Свойства функции у  = кх + b (к * 0) могут

быть выведены из свойств простейшей линей­
ной функции у  = кх с помощью следующего 
преобразования:

кх + Ь = к \  х  + — | = к(х — х {),

где
Х 1 = - к -  

Точки X И X 
Ьгом на

Х\ на числовой оси получаются друг из друга сдви- 

(рис. 49), поэтому графики функций у  = к х и у  = к{х — х х)

получаются друг из друга таким же сдвигом вдоль оси абсцисс. К о­

рень функции «переедет» из точки х  = 0 в точку х  = х х= —— . Анало-
к

гичный сдвиг произойдет с промежутками постоянного знака и мо­
нотонности. Явление нечетности 
пропадет, хотя симметрия графика со­
хранится (теперь центром симметрии бу­
дет не х  = 0, а х  = х,).

2. График линейной функции 
Графиком линейной функции у  = кх 

(прямо пропорциональной зависимости 
между переменными х и у )  является пря­
мая, проходящая через начало коорди­
нат. К оэф фициент к  называется угловым
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коэффициентом этой прямой. Он равен тангенсу угла наклона этой 
прямой к оси х: k  = tg а . При положительных к  этот угол острый, 
при отрицательных — тупой. Это соответствует характеру моно­
тонности линейной функции: при к  > 0 она возрастает, при к  < О 
убывает.

Графиком функции у  = кх + b является прямая, параллельная пря­

мой у  — кх, сдвинутая вдоль оси х  н а Х\ = —— (&*0) (рис. 50).
к

Для построения графика линейной функции у  = кх + b достаточ­
но знать угловой коэффициент к  и одну точку, лежащую на графике, 
т.е. знать значение функции при одном значении аргумента, например 
у = у 0 при х  = х (). При необходимости из этих данных легко найти коэф­
фициент Ь: )>о =  кх0 + Ь, Ь = у0 — кх0.

Итак, прямая, имеющая угловой коэффициент к  и проходя­
щая через точку (л:0, Уо)> является графиком линейной функции 
y  = k x + b  = kx + (y0 — h с0). Зависимость у  = кх + (у0 — кх0) можно пере­
писать в виде у  — у  о = кх — кх0, или у — уо = к{х — х0). Последнюю запись 
называют уравнением прямой с угловым коэффициентом к, проходя­
щей через точку (хо; _у0)-

Часто прямая задается двумя ее точками: 
Pi(jci; _Vi) и Р2{х2, у2). Угловой коэффициент 
такой прямой вычисляется по формуле к  =

— Уг— h_ (рИС 5 1 ) Необходимое для приме­
ла — *1

нимости этой формулы условие х х * х2 геоме­
трически означает, что прямая Р\Р2 не парал­
лельна оси у.

Прямые, заданные различными уравне­
ниями, изображены на рис. 52.
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к
х - Ь  =

0 X

Рис. 52

Квадратичная функция

Мы получим свойства произвольной квадратичной функции, исходя 
из свойств простейшей функции у = х2.

Пусть у  = ах2 + Ьх + с, а ф 0. Выполним преобразования (выделение 
полного квадрата из квадратичного трехчлена):

ах2 + Ьх + с=  а\ х 2 + —х + — \ — а 
а а

2 -  Ъ Ь1 х  + 2 — х + —^ 
4а22а

b с 
4 а2 а

= а х  + -b '\ Ъ2 — 4ас
2 а 4 а2

Возможные графики при а > 0, D ф 0 изображены на рис. 53 (D 
дискриминант выражения ах2 + Ьх + с).

Сравним графики функций у  = х2 и у  = ах2 + Ьх + с (табл. 1). 
Промежутки постоянного знака и промежутки монотонности за­

висят от знаков чисел а п  D = Ь2 — 4 ас. Некоторые случаи изображены 
на рис. 54.

Рис. 54
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Таблица 1
Сравнение гра( )иков функций

Функция у = х2 у = ах2 +  Ьх +  с

Вершина 0; 0 b Ь2- 4  ас 
1 2а’ 4 а

Корни х =  0
b \jb2 -4асх  = ----- ± -------------
2 а 2 а 

при b2 — 4ас > 0, нет корней 
при b2 — 4ас < 0

Экстремумы Минимум в вершине Минимум в вершине, если а > 0 
Максимум в вершине, если а < 0

Область
значений [0; +00)

Ьг -4ас '
4 a ,+ °°J

b2 -  4 ас
1"°°’ 4а

, если а > 0  

, если а < 0

Рациональная функция

Рациональной функцией называется функция, значения которой могут
Р(х)

быть вычислены по формуле у  = ------ , где Р(х) и Q(x) — многочлены.
Q(x)

р ( Х)
В задании рациональной функции дробью ------  знаменатель Q(x)

Q(x)
может отсутствовать (равняться единице). Это означает, что функции,
задаваемые многочленами, мы тоже включаем в число рациональных.
Когда хотят выделить случай многочленов, употребляют термин целые
рациональные функции.

Частный случай рациональной функции — это дробно-линейная
, -  , ах + Ъфункция. Так называется функция вида у  = ------- , которая задается

сх + Ь
дробью, являющейся отношением двух линейных выражений. Со стан­

дартной дробно-линейной функцией у = — мы знакомы. С ее помо­
ле

шью можно задавать обратно пропорциональную зависимость между 
переменными х и  у. Графиком этой функции является гипербола. 

Область определения. Рациональная функция, заданная формулой 
Р(х)у  = , определена во всех точках, кроме тех, при которых знамена­
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тель Q(x) обращается в нуль. Чтобы найти область определения рацио­
нальной функции, надо решить уравнение Q(x) = 0 и исключить 
из множества Ж его корни.

Р(х)Обращение в нуль. Рациональная функция у  -
Q(x)

обращается

в нуль там, где Р(х) = 0. При этом надо исключить «посторонние кор­
ни» — те корни числителя, при которых обратился в нуль знаменатель. 
При таком значении х  функция вообще не определена.

Знаки функции. Решение рациональных неравенств вида Р(х)
Q(x)

>0

будет рассмотрено далее.
Исследование монотонности рациональной функции, нахождение 

наибольших и наименьших значений и построение ее графика требует 
в общем виде новых, пока не известных нам средств. Полностью это 
будет доступно при дальнейшем обучении, а сейчас мы ограничимся 
рассмотрением примеров.

Примеры и комментарии
V

1. Изучим функцию у  ■
х + 1

Делаем преобразования: -----
х + 1

Запишем результат: у  — 1 =  ■

х + 1 — 1 х + 1

х  + \ х + 1 х + 1 

1

х  + \

х - { - \ )
Для построения графика строим центр ги­
перболы — точку А(—\\ 1) и проводим че­
рез него две прямые, параллельные осям 
координат. Знак минус перед дробью ука­
зывает, что гипербола расположится во 
2-й и 4-й четвертях. Осталось найти точ­
ки пересечения с осями координат: х  =  0 ; 
у  = 0 — такая точка одна (рис. 55). 

Результат исследования функции можно за­
писать так:

Область определения'. х ф — \ .

Нули функции: х  = 0.
Знаки функции:

Рис. 55

( -о о ;  - 1 ) (— 1; 0) (0 ; +оо)
+ - +

Наибольшее и наименьшее значения', нет.
Область значений', у  * 1 ; ее можно записать так: (—оо; 1) u  (1; + оо).



60 .  МАТЕМАТИКА

2. Функция у  = х + — .
х

Эта функция может быть исследована элементарно, без примене­
ния средств математического анализа (производной), которые обычно 
применяются при построении графиков элементарных рациональных 
функций.

Область определения: х  ф 0.

Нули функции: х + — = 0 => х2 + 1 = 0, корней нет. 
х

Знаки функции: прих  > 0 у  > 0, при х  < 0 у < 0. Заметим, что если мы 

поменяем знак у х, то поменяется знак и у у: у(—х) = —х  + —  =
пх + — I =  —у(х). Функция с таким свойством называется нечетной.

График нечетной функции симметричен относительно начала коорди­
нат (действительно, точки Р(х; у) и Р'(—х; —у) одновременно принад­
лежат или не принадлежат графику). Поэтому достаточно исследовать 
функцию при х  > 0. При исследовании любой рациональной функции 
полезно подумать о ее поведении вблизи ее «особых точек» — так на­
зывают корни знаменателя, где функция не определена.

В нашем примере такая точка одна: х  = 0. Ясно, что при значени­

ях х, близких к нулю, дробь — (и, конечно, сумма х + — I будет при-
х   ̂ х  )

нимать большие по модулю значения. Мы будем говорить, что при 
приближении х  к нулю у  стремится (приближается) к бесконечности.

Важно обратить внимание на знак: если х  > 0, то — + х  > 0, если же
х

х < 0, то — + х < 0. Можно говорить о приближении х к нулю справа
х

(при х > 0) и слева (при х < 0). Тем самым можно уточнить: если х при­
ближается к нулю справа, то у  стремится к «плюс бесконечности», если 
же слева, то к «минус бесконечности». На графике такое поведение

функции вблизи особой точки х = 0  отразится 
наличием двух «хвостов», приближающихся к 
прямой х =  0 (рис. 56).

Теперь посмотрим, как ведет себя функция 
«на бесконечности», т.е. при больших по мо­
дулю значениях х. Ясно, что тогда -  станет

х
маленьким числом, а сумма х + — будет близ-

х
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ка к х. На графике это отразится так: график функции у = х + — будет
х

приближаться к прямой у  — х. Вообще прямая, к которой приближа­
ется график функции при удалении от начала координат, называется

асимптотой. Теперь мы скажем, что у функции у  = х + — есть две
л хасимптоты — вертикальная х = 0  и наклонная у  = х.

Пытаясь соединить точки при х, близких 
к нулю, и при больших значениях х, мы по­
лучим кривую, изображенную на рис. 57.
Осталось уточнить расположение точки, в 
которой функция принимает наименьшее 
значение (прих > 0). Здесь на помощь придет 
неравенство для среднего арифметического 
двух чисел:

1 1х + — >2 1х 
х  V х

Можно воспользоваться следствием этого неравенства: если произ-
1ведение двух положительных чисел х  и — постоянно, то их сумма при-
X

1 ,нимает наименьшее значение, когда слагаемые равны: х =  — => х =  1 .
х

Итак, мы нашли нужную нам точку А{\ \ 2).
График при х < 0 строится симметричным отражением относитель­

но начала координат.
Отметим, что построенная кривая также является гиперболой. Ее 

геометрические свойства мы предложим исследовать в одном из зада­
ний на выбор.

3. Функция у = — .
х +1

Область определения'. Ж (знаменатель в нуль не обращается).
Нули функции: х = 0.
Знаки функции: x>0= >j> > 0, х < 0 = > у < 0 .
Заметим, что, как и в предыдущем примере,у  (—х) = —у(х), т.е. функ­

ция нечетная, поэтому достаточно исследовать функцию прих > 0 . 
Изучим поведение функции на бесконечности
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На бесконечности — становится маленьким числом, и вся 
Х 1дробь становится близкой к — . Это означает, что график функции

* 1(так же, как график функции у = — ) приближается к оси х  (у этой
х

функции есть горизонтальная асимптота у  = 0 ).

Так как около нуля дробь —
х  +1

близка к х  (ведь в знаменателе

к 1 прибавляется ничтожно малая величина х2), то осталось соединить 
часть графика около нуля (похожую на кусок прямой у = х) с частью

графика на бесконечности (похожую на график функции у = —). Мы
JC

опять неизбежно натыкаемся на «горб» — точку, где функция прини­
мает наибольшее значение. Как и в предыдущем примере, нам помога­
ет неравенство для среднего арифметического:

х + — > 2 ■■ 
х х  +

V < -  (JC > 0 ). 
1 2

Итак, координаты «горба» графика: А | 1; ^  | . Осталось провести 
плавную кривую (рис. 58).

У < 
1 
2

Л

,
1 X

Рис. 58

Функция имеет наименьшее и наибольшее значение (у =  — — при 

х  = — I и у  = -  при х  = 1 ) и ее областью значений является промежуток
1 Г
2  2

4. Функция у  - 1

х 2 - 1
Область определения: х  * ±1 (х2 — 1 = 0 <=>* = — 1; х  =  1). 
Нули функции: нет.
Знаки функции:

( - « > ; - 1) ( - 1 ; 1) ( 1; +оо)

+ — +
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Исследуем функцию вблизи «особых точек» х  = — 1 и х  = 1. Прово­
дим вертикальные прямые и рисуем около них «хвосты» графика (учи­
тывая знаки функции слева и справа от этих точек).

На бесконечности дробь — —  близка к нулю (а график похож на
1 *график функции у  = —, , с которой мы еще встретимся далее). 

х
Обратим внимание на симметрию функции. Исследуемая функция 

четна: у(—х) = у(х), поэтому график будет симметричен относительно 
оси ординат.

Осталось уточнить положение точки 
максимума между х = — 1 и х = 1. Из со­
ображений симметрии ясно, что этой 
точкой будет точка с абсциссой х  = 0 .
Строим эту точку Р(0; —1) и проводим 
плавную кривую (рис. 59).

Областью значений этой функции 
является множество чисел [—оо; — 1 ] w 
w (0 ; +оо).

Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте, понимаете ли вы смысл следующих ключевых слов 
и обозначений: линейная функция, уравнение прямой, угловой 
коэффициент прямой, у  = кх + Ь. Запишите самостоятельно ре­
зультаты исследования функции у  = кх + b = к(х — *i).

2. Можно ли сказать, что линейная функция является монотонной 
на всей числовой оси? От чего зависит характер монотонности 
линейной функции?

3. Сколько раз меняет знак линейная функция? Как определить 
точку, в которой линейная функция меняет знак?

4. Как вычислить угловой коэффициент прямой, если известны 
две ее точки?

5. Как вычислить координаты вершины параболы у = ах2 + Ьх + с?
6 . От чего зависит, будут ли ветви параболы у  — ах1 + Ьх + с смо­

треть вверх или вниз?
7. Как расположена парабола по отношению к оси Ох, если соот­

ветствующая ей квадратичная функция не имеет нулей?
8 . Назовите координаты вершины параболы у = а(х + и)2.
9. Назовите формулу дробно-линейной функции. Какая кривая 

является ее графиком?
1 0 .Что такое асимптота?
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§ 7. Использование свойств функций 
при решении уравнений и неравенств

Решение уравнений и неравенств с помощью графика

Если уравнение записано в видеДх) =  0, то его решения — это корни 
функции f  Начертив график ф ункции/и отметив его точки пересече­
ния с осью абсцисс, можно приближенно найти решения уравнения, 
ответить на некоторые качественные вопросы о них, например, сколь­
ко корней имеет уравнение на заданном промежутке.

Корни уравнения/!*) =  а мы найдем, определив точки пересечения 
прямой у = а, параллельной оси абсцисс, и графика функции/ .  Это по­
зволяет исследовать количество корней уравненияДх) = а при различ­
ных значениях а. Так, из рисунка 60 видно, что уравнение/!» = 1 имеет 
пять корней,/(х) =  3 — два корня, а уравнение/(х) =  —4 — ни одного.

Корни уравнения fix) = g(x) находятся как абсциссы точек пе­
ресечения графиков функций f u g .  Например, решая уравнение 
х3 + 2х — 3 =  0, переходим к уравнению х3 = —2х + 3. Строя графики 
функций у  =  х3 и у  = —2х + 3, мы убеждаемся (рис. 61), что графики 
пересекаются в одной точке, а именно при х = 1 .

Решения неравенства fix) > 0 заполняют те промежутки оси, где 
точки графика функции/лежат выше оси абсцисс. Аналогично, реше­
ния неравенства fix) > g(x) заполняют промежутки, где график функ­
ции /леж ит выше графика функции g.

Пример
Решить неравенство х4 + х2 -  2 > 0.
Переходим к неравенству X4 > —х2 + 2. Строим графики функ­

ций у = х4 и у  = —х2 + 2 (рис. 62). Эти графики пересекаются в точках
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- х + 2

Рх{— 1; 1) и Р2(1; !)• Решение неравен­
ства: х<  — 1 ,х >  1 , т.е. объединение про­
межутков (—оо; —1 ] и [1 ; +оо).

Графическая иллюстрация решения 
уравнения указывает, на первый взгляд, 
и способ решения уравнения: строят в 
системе координат две кривые и нахо­
дят их точки пересечения. Действи­
тельно, если выбрать масштаб и по­
строить графики достаточно аккуратно, 
то можно приближенно найти точки пересечения и их абсциссы — 
корни уравнения. Но для того чтобы найти координаты точек пересе­
чения точно, как раз и нужно решить соответствующее уравнение! В то 
же время графическая иллюстрация часто дает некоторые качествен­
ные ответы, число корней, а также грубо указывает отрезки на число­
вой оси, где эти корни могут находиться. Рассмотрим в качестве при­
мера уравнение (х — I ) 2 =  \[х .

Построим графики функций, стоящих в левой и правой частях.
Из рисунка 63 можно заключить, что уравнение имеет два корня, 

один из которых находится в интервале (0 ; 1 ), а другой — в интервале 
(2; 3). Можно указывать эти интервалы и более точно: (0; 0,5) и (2; 2,5), 
еще более точно: (0,2; 0,3) и (2,2; 2,3). (Действительно, нетрудно про­
верить, что при х = 0,2 имеем 4х < (х — I)2, а при х  = 0,3 — уже 
4 х  > (х — I)2; точно так же при х  = 2 , 2  левая часть уравнения больше 
правой, а при х  = 2,3 — меньше.) Вообще, вычисляя и сравнивая зна­
чения левой и правой частей уравнения, можно найти корни с любой 
степенью точности.

Корни уравнения пятой степени х5 — Зх + 1 = 0 вообще нельзя за­
писать с помощью радикалов, но, построив достаточно точный график 
функции у = х5 — Зх + 1 (рис. 64), можно определить, что уравнение 
имеет три корня в интервалах (—1,5; —1,3), (0; 0,5) и (1; 1,3).

Рис. 63 Рис. 64
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Метод интервалов

Метод интервалов — это метод решения неравенств видаДх) > 0, ког­
да выражение f{x) можно представить через произведение линейных 
множителей. Для его применения надо:

1) разложить/!*) на линейные множители; 
^ 0  2 ) найти корень каждого множителя и на-

|  Разложить нести все корни на числовую ось;
(х-®)(х—@) (х—®) 3) исследовать знак произведения на каж-
(х -®)(х -®) (х -®) ~ 0  дом из получившихся отрезков числовой

{ Нанести корни ОСИ (рис. 65).
Полезно использовать следующее прави- 

—@ -ф —Ф -® —®—Ф-> ло. Если все линейные множители различны 
|  Расставить знаки (имеют разные корни), то произведение из- 

меняет знак при переходе от каждого интер- 
вала числовой оси к соседнему (знаки будут 

|  Записать ответ чередоваться). Поэтому достаточно опреде- 
xs@ ф< х <® лить знак на одном каком-нибудь интервале

’ х>® (обычно это крайний правый интервал). Как
применяется это правило, видно из следую- 

Рис. 65 щих примеров.

Примеры
1. Решить неравенство (х  — 1)(х — 3) > 0.
Для решения нанесем на числовую ось точки *i =  1; х2 =  3 (корни 

линейных функций у = х — 1 и у = х  — 3). Эти точки разбивают числовую 
ось на три интервала: (—оо; 1), (1; 3), (3; +оо). На каждом из интервалов 
каждый множитель сохраняет постоянный знак, а при переходе через 
корень меняет знак один множитель. Начнем с крайнего правого ин­
тервала (3; +оо). На нем оба множителя положительны. При переходе 
(справа налево) через точку х2 = 3 множитель х  — 3 стал отрицательным 
и все произведение поменяло знак, стало отрицательным. При переходе 
через точку Xi =  1 поменял знак первый множитель, и все произведение 
стало положительным. Результат исследования знаков записывают схе­
мой, показанной на рис. 6 6 . Ответ: (—оо; 1) и  (3; +оо), т.е. х  < 1; х > 3.

2. Решить неравенство + < о.
х (х - 1 )

Нанесем на числовую ось корни линей- 
+ ! -  | +  ̂ ных функций, с помощью которых образо-

1 3 х -  (х + 1)(х —5)вана дробь -------------- . Точки —1; 0; 1; 5
Рис. 66 х ( х - 1 )
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разбили числовую ось на пять интервалов. Распределение знаков дро­
би на этих интервалах изображено на рис. 67. Ответ: (—1; 0) u  (1; 5), 
т.е. — 1 < х  < 0; 1 <х < 5.

+ I ~ I + I_______ I _______ I + >
- 1 0  1 5

Р и с . 67

Иногда для применения метода интервалов приходится расклады­
вать на множители, выносить числовые множители для того, чтобы 
записать левую часть в стандартном виде — в виде произведения или 
частного выражений вида х — а.

х 2 + х  — 23. Решить неравенство------------> 0.
5 -2 х

Сделаем преобразование Х +Х—-  = + Получим
5—2х 2(х —5/2)

(х + 2 )(х — 1) 
х —5/2

Корни линейных функций: Х \ =  — 2 ;  х г  = 1; ^ . Ответ: (—оо, — 2 )  и  

w f 1, ^ j (рис. 6 8 ). При решении нестрогих неравенств видаf(x) > 0 или

f(x) < 0  надо включать в множество решений точки, являющиеся кор­
нями линейных функций, стоящих в числителе.

4. Решить неравенство
(2х + 5)(2х + 3) 

Перепишем неравенство в равносильной форме:

*(2- * )
2 • 2(х + 5/2)(х + 3/2)

5------------------------------------------------3 ( 5 3̂ | Нанесем на числовую ось точки-----;  ; 0; 2. Ответ: — ; —  и
и  [0; 2] (рис. 69). 2  2  2  2)
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Существенной чертой метода интервалов является разбиение чис­
ловой оси на участки и рассмотрение данной функции отдельно на 
каждом участке. Это же обычно приходится делать, когда нужно «рас­
крыть модули».

5. Построить график функции у  = \х2 — 4| + х2.
Выясним, при каких величинах х  выполняется неравенство 

х2 — 4 > 0. Решая это неравенство с помощью метода интервалов, полу­
чим два луча х  > 2 и х  < — 2 (рис. 70). При этих х  выражение под знаком 
модуля неотрицательно, поэтому, раскрывая модуль, получаем, что 
при этих х у  = х2 — 4 + х2 = 2х2 — 4.

Рис. 70

При остальных х, т.е. при —2 < х < 2 ,  вы­
ражение под знаком модуля отрицательно. 
Поэтому у = —(х2 — 4) + х2 = 4. Итак, на от­
резке — 2  < х  < 2 данная функция совпада­
ет с функцией у  = 4, а на двух лучах х  < —2 
и х  >2 — с функцией у = 2х2 — 4 (рис. 71).

При разложении могут встретиться оди­
наковые множители. Если этих множите­
лей четное число, то при переходе аргумен-

2 х та через их общий корень произведение не 
изменяет знака. Если число одинаковых 
множителей нечетно, то знак изменяется. 
Множители в четной степени, хотя они и не 
влияют на знак всего выражения, отбрасы­

вать нельзя, так как при этом потеряется точка, в которой этот множи­
тель обращается в нуль.

6 . Решить неравенство (•* + 1) 2) ^ q
(х - l )2

- 1 0  1 2  х
Рис. 72

Нанесем на числовую ось корни линейных функций х\ = — 1, хг = 1, 
хз = 2 и определим знаки всего выражения на каждом промежутке 
(рис. 72). Ответ: [—1; 1) u  (1; + оо). Интересно сравнить ответы для не­
равенств, в которых левая часть одна и та же, а правая меняется:
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при > 0  (—1 , 1) u  ( 1 , 2 ) и  (2 , +оо);
при < О (—оо, —1 ), х = 2 ;
при < 0  (—оо; —1 ).

Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте, правильно ли вы понимаете смысл слов: графиче­
ское решение уравнений, графическое решение неравенств, ме­
тод интервалов.

2. Как графически решается уравнение: f{x) = 0; f(x) = а; 
fix) =  g(x)?

3. Как графически решается неравенство:f{x) > 0, fix) > gix)?
4. Как применяется метод интервалов для решения неравенств?
5. Сформулируйте правило для определения знаков произведе­

ния различных множителей при решении неравенств методом 
интервалов.

6 . Что происходит со знаками произведения, если не все множите­
ли различны?

7. Сформулируйте правило раскрытия модуля выражения.
8 . Как применяется метод интервалов для раскрытия модуля 

выражения?
9. Что такое нестрогое неравенство?
10. Расскажите об особенностях решения нестрогого неравенства.



ГЛАВА С - 

КООРДИНАТЫ И ВЕКТОРЫ

§ 8. Направленные отрезки

Примеры векторных величин

Появление многих математических понятий связано с задачей измере­
ния величин. Для таких величин, как длина, температура, работа, мас­
са, в результате измерения получается число, причем в этих случаях 
это число служит полным описанием измеряемой величины. О таких 
величинах говорят, что они являются скалярными. Значения скалярной 
величины можно расположить на координатной прямой, шкале.

Понятие «вектор» охватывает более широкий класс величин. В этот 
класс входят такие величины, как, скажем, сила, скорость, напряжен­
ность электрического поля и др.

Вектор — это величина, которая задается своим модулем (длиной) 
и направлением.

Вектор изображается направленным отрезком, длина которого рав­
на модулю вектора.
Примечание. Вектор обозначается обычно прямой полужирной буквой или буквой, над 
которой ставится стрелка: a, F , А В . Модуль вектора обозначается той же светлой бук­
вой или буквой со знаком модуля.

Примеры
1. На рисунке 73 изображены силы, приложенные к саням, кото­

рые тянут за веревку.
Точкой О обозначены сани (точ­
ка приложения сил), mg — сила 
тяжести, N — сила нормального 
давления (реакция опоры), F — 
сила натяжения веревки, FTp 
сила трения.Рис. 73
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Движение мяча (рис. 74) описывается следующими векторными 
величинами: г — перемещение мяча, v — скорость, mg — сила 
тяжести, действующая на мяч, м — угловая скорость вращения 
мяча вокруг оси.

м м

Рис. 74 Рис. 75

Рассмотрим параллельный перенос пространства. Выберем 
в пространстве направленный отрезок АВ и сопоставим ему па­
раллельный перенос, т.е. преобразование пространства, при ко­
тором точка М  переходит в такую точку М', что отрезки ММ' 
и АВ имеют одинаковую длину, параллельны и одинаково на­
правлены. Параллельный перенос — это вектор. Он определяется 
не только длиной отрезка АВ, но и его направлением (рис. 75).

Изображение векторов направленными отрезками

Геометрически векторные величины изображают направленными от­
резками. Не следует говорить, что вектор — это направленный отрезок. 
Скажем, ни сила, ни скорость, ни параллельный перенос не являются 
сами по себе отрезками. Другое дело, что их можно изображать, зада­
вать направленными отрезками, расположенными на плоскости или 
в пространстве. Сформулируем соответствующие правила.

Правила изображения векторов

1. О днородность _______________________________
От любой точки можно отложить направленный отре­
зок, изображающий данный вектор.

2. Равенство векторов _________________________  А

Направленные отрезки изображают один и тот же век­
тор в том и только в том случае, когда отрезки равны по 
длине, параллельны и одинаково направлены (рис. 76).

С

Рис. 76
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Эти правила отражают определение вектора как величины, задаю­
щейся модулем и направлением. Модуль вектора (его длина, абсолют­
ная величина), равен длине изображающего этот вектор отрезка, изме­
ренной с помощью единицы длины. Сложнее обстоит дело с заданием 
направления, так как трудно коротко ответить на вопрос, что же такое 
направление. Направление на прямой задается легко. Мы ставим стрел­
ку в одну из двух возможных сторон (вправо—влево, вверх—вниз и др.). 
Задав направление на одной прямой, легко задать такое же направление 
на другой прямой, параллельной исходной. Иными словами, мы умеем 
наглядно сравнивать выбранные направления на двух параллельных 
прямых — совпадают эти направления или противоположны.

Поэтому, откладывая один и тот же вектор от разных точек, надо 
следить за тем, чтобы строящиеся отрезки лежали на параллельных 
прямых и шли в одинаковом направлении.

Кроме того, что векторы задаются модулем и направлением, они 
имеют другую важную характеристику. Их можно складывать и умно­
жать на числа.

3. Правило трех точек _____________________________________________
Если отрезок АВ изображает вектор а, отрезок ВС — вектор Ь, то отрезок АС 
изображает сумму а +  b (рис. 77).

4. Растяжение _____________________________________________________
Если отрезок АВ изображает вектор а, то вектор /.а можно изобразить как от­
резок АС, лежащий на прямой АВ, с длиной \АС\ =  |>*| \АВ\ и с направлением, 
совпадающим с направлением отрезка АВ, если X > 0, и противоположным ему, 
если X < 0 (рис. 78).

5. Правило параллелограмм а _____________________________________

Пусть ОАх =  а и АВ = Ь. Тогда диагональ ОА3, параллелограмма ОА,А2А3 со 
сторонами ОА„ ОАг изображает сумму векторов а и b (рис. 79).

6. И зображение противополож ного вектора _______________________

Пусть АВ = а и точка С симметрична В относительно А. Тогда отрезки АС и ВА 
изображают вектор —а, направленный противоположно вектору а (рис. 80).

7. И зображение нулевого вектора _________________________________
Нулевой вектор 0 изображается точкой, т.е. отрезком, у которого начало и ко­
нец совпадают (рис. 81).

8. Правило м ногоугольника ________________________________________
Если несколько векторов изображены так, что начало второго есть конец пер­
вого, начало третьего — конец второго и т.д., то отрезок, соединяющий начало 
первого с концом последнего, изображает сумму этих векторов (рис. 82).



ГЛАВА 2. КООРДИНАТЫ И ВЕКТОРЫ •  73

9. И зображение разности _________________________________________

Если два вектора а и b отложены от одной точки О: ОА =  а, ОБ = Ь, то раз­
ность их b — а изображается отрезком А В , соединяющим концы (рис. 83). 
Полезно также запомнить, что диагонали параллелограмма изображают век­
торную сумму и разность сторон этого параллелограмма.

10. Правило параллелепипеда ____________________________________

Если ОА] = а ,  ОА2 = Ь и  ОА3 =  с, то диагональ ОА параллелепипеда со сторо­
нами ОА\, ОАг, ОА3 изображает сумму векторов а + b + с (рис. 84).

Первые четыре из сформулированных правил являются основны­
ми, принимаемыми без доказательства. Остальные правила можно из 
них вывести.

С,

Рис. 77

А с,

_^
АС, = 2АВ
_^ 1 —

а с 2 = 2-АВ
_, _^

АС, = -А В

Рис. 78

С,

В

АС = -А В  ВЛ = —АВ 

Рис. 80

О А

Рис. 81

АА = 0

АВ = О В -О Л  

Рис. 83 Рис. 84
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Докажем, например, правило параллелограмма.
Действительно, из свойств параллелограмма и из правил трех точек 

следует: А,А} = ОЛ2 , ОА, + А,А3 = ОА3 . Таким образом, ОА{ + ОА2 = ОА} .
Изображение векторов в виде направленных отрезков помогает 

переносить на векторы различные геометрические понятия, например 
такие, как угол, расстояние, перпендикулярность и др.

Как определить, например, угол между 
двумя векторами? Возьмем два ненуле- 

4  вых вектора. Отложим их от одной и той 
а /  же точки. Полученный геометрический 
/  угол и считается углом между векторами

(рис. 85). Разумеется, его величина не за- 
h '  висит от того, от какой точки откладыва­

лись векторы. Заметим, что угол между 
векторами не зависит от их длин, а зависит 
только от направлений.

Применение векторов к решению геометрических задач

Пусть О — фиксированная точка. Радиус-вектором точки Р (относи­
тельно точки О) называют вектор ОР .

Использование векторов при решении геометрических задач основа­
но на том, что каждую точку можно задавать радиус-вектором (рис. 8 6 ). 

Выведем формулу для радиуса-вектора середины отрезка.

Теорема. Пусть точка С —  середина отрезка АВ. Тогда радиус-вектор точ­

ки С есть полусумма радиусов-векторов точек А и В, т.е. ОС = ̂ (ОА + OS) 

где О —  произвольно выбранная точка (рис. 87).

Доказательство. Согласно правилу трех точек, ОС = ОА + АС, 
ОС = ОБ + В С . Складывая эти равенства, мы получаем
опт* Т т З п в  ~лг I Ьг r ir  + ОВ АС + ВС 20С — ОА + О В + АС + ВС , ОС —------------1------------ .

__  __  2 2__ __
Но, поскольку АС = -ВС  (правило 4), сумма АС + ВС равна О.Сле-

ргр; ОА + О Вдовательно, ОС =---------- .
2

Примеры
1. Доказать, что середины сторон четырехугольника образуют па­

раллелограмм (рис. 8 8 ).
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R Q р А С В с >
D

Рис. 86 Рис. 87 Рис. 88

Пусть К, L, М, N  — середины сторон АВ, ВС, CD, AD четырехуголь­
ника ABCD. Если KL = NM  , то точки К, L, М, N  образуют параллело­
грамм. Докажем, что KL = NM  . Согласно теореме, примененной к се­
рединам сторон АВ , В С , CD, DA :

ОК = ̂ ф А  + ОВ), <Ш = ̂ (ОС + OD),

Ш Л ( б В  + ОС), W  = ^(OD+OA).

Вычитая из третьего равенства первое и из второго четвертое, мы 
получаем (правило 9):

Ж  = ̂ (О С -О А ), Ш  = ^(ОС-ОА)

и
М  = Ш .

А'

В'

Рис. 89

Заметим, что в этой задаче никаких условий 
на четырехугольник не накладывалось. Он мог 
быть, например, не плоским или самопересе- 
кающимся.

2. Пусть G — точка пересечения медиан треу­
гольника ABC. Доказать, что AG + BG + CG = О 
(рис. 89).

Обозначим А ', В', С' середины сторон ВС, СА и АВ. Согласно из-
—  2 —  —  2  —  вестному свойству точки пересечения медиан: AG = - А А ', BG = - В В ' ,

—  2 —  3  3  CG = -C C '.
3

Складывая эти равенства, получаем

AG + BG + CG = j(A A ' + ВВ' + СС')
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По теореме о радиус-векторе середины отрезка, имеем:

АА' = ^ А В  + АС), ВВ' = Ь,ВА + ВС) , СС' = ^{СА + СВ) .

Таким образом,

АА' + ВВ' + СС' = Ь^АВ + АС + ВА + ВС+СА + СВ) = О,

и так как

AG + BG + CG = ̂ (M '+ M '+ C C ' ) ,

AG+BG+CG=0.

Полученное в этой задаче равенство можно переписать так: 
GA + GB + GC = 0 . Это свойство точки пересечения медиан имеет фи­
зический смысл. Оно означает, что в том случае, когда точки А, В, С 
имеют одинаковые массы, центр масс системы А, В, С находится в точ­
ке пересечения медиан треугольника ABC. Дело в том, что центр масс 
системы точек/1, В, С, имеющих массы тА, тв, тс, определяется равен­
ством mAGA + mBGB + mc GC = 0 .

Проекция вектора

Как найти проекцию вектора а на ось /? Изобразим вектор а на­
правленным отрезком АВ и спроектируем его концы на ось /.

Проекцией вектора на ось называется число, равное разности координат 
проекций на эту ось конца и начала этого вектора.

Иными словами, если а =  АВ , то проекция вектора а на ось / равна 
числу В/ — А/, где В/ и А/ — координаты проекций точек В и А на ось /. 
Обозначим проекцию вектора а на ось / через а,. Получим равенство 
(рис. 90)

a i = В/ — А/.

Если этот же вектор а изобразить другим направленным отрезком 
CD , то проекция вектора а на ось / не изменится, т.е. если АВ = CD, 
то Z), — С/ =  5/ — А,. Это наглядно видно из рис. 91.
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Свойства проекции вектора на ось

Теорема 1 . Проекция вектора на ось равна длине этого вектора, умно­
женной на косинус угла между вектором и осью.

Пусть ф — угол между вектором а и осью / 
(рис. 92). Тогда свойство можно записать 
в виде формулы

а/ =  |а| cos ср.
Д оказательство. Отложим вектор а от на­
чала О оси /: а =  ОА . Пусть А : — проекция 
точки А  на ось /. По определению, проекция вектора а на ось / равна 
координате точки А/, так как координата начала О равна нулю. Ко­
ордината точки/4/ равна длине отрезка ОА, умноженной на cos <р, т.е.
а, = \ОА\ cos ф =  |а| cos ср, что и требовалось доказать.

Теорема 2. Проекция суммы векторов равна сумме проекций:
(а + Ь), = а, + Ь|.

Д оказательство. Изобразим вектор а направленным отрезком АВ . 
Отложим вектор b от точки В:Ъ= В С . Вектор АС равен сумме век­
торов а и b: а + b = АС . Рассмотрим проекции точек/1, В и С на ось / 
(рис. 93). Получим

a i = В/ — А/; Ь/ =  С/ — В/.
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Сложим эти равенства: а, + Ь, = В, — А, + Ct — В/ =  С/ — А,. Мы полу­
чим проекцию вектора АС =  а + Ь, что и требовалось доказать.

Теорема 3. При умножении вектора на число его проекция тоже умножа­
ется на это число:

(аа)| = аЭ|.

Доказательство. Изобразим вектор а направленным отрезком ОА . 
Отложим вектор аа  отточки О: аа  =  ОБ (рис. 94). Найдем проекции 
точек А и В на ось /. Из свойств пропорциональных отрезков имеем 
OBi = a.OAh т.е. проекция вектора аа  =  ОВ равна проекции вектора 
а =  ОА , умноженной на число а, что и требовалось доказать.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые выражения, по­
явившиеся в параграфе; векторная величина, угол между век­
торами, проекция вектора на ось. Приведите примеры их упот­
ребления.

2. Приведите примеры векторных и скалярных величин.
3. Когда два направленных отрезка изображают один и тот же 

вектор?
4. В чем состоит правило трех точек?
5. Сформулируйте правила параллелограмма и параллелепипеда. 

Докажите самостоятельно правило изображения разности.
6 . Как изображается противоположный вектор?
7. Как геометрически складываются несколько векторов?
8 . Какой векторный смысл имеют диагонали параллелограмма?
9. Как определяется проекция вектора на ось?
10. Какие вы знаете свойства проекции вектора на ось?

§ 9. Скалярное произведение

Определение скалярного произведения

Скалярным произведением двух векторов называется произведение их длин 
на косинус угла между ними.
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Если обозначить векторы а и Ь, а угол между ними — ф, то определе­
ние скалярного произведения можно записать в виде формулы

а • b = |а| • |b| cos ф.
Знак скалярного умножения обозначается точкой, как и обычное 

умножение чисел.
1. Если хотя бы один из векторов а или b нулевой, то угол между 

векторами не определен. В этом случае, по определению, счита­
ется, что скалярное произведение а • b равно нулю.

2. Важно помнить, что в результате скалярного умножения двух 
векторов получается число, скаляр, поэтому произведение и на­
звано скалярным.

Пример
Предположим, что мы тянем за веревку 
сани с постоянной силой F (рис. 95). Ка­
кую работу мы совершим, переместив сани 
на расстояние s?
Если мы разложим силу F по горизонталь­
ному и вертикальному направлениям, то Рис. 95 
станет ясно, что работу по перемещению 
выполняет лишь горизонтальная составляющая F;:

А = |F/| ■ |s| = |F| cos ф |s| = F - s, 
где ф — угол между направлениями силы тяги и перемещения.

Формула для скалярного произведения через проекции

Разбирая пример вычисления работы, мы выяснили, что эту работу со­
вершает лишь горизонтальная составляющая силы, т.е. ее проекция на 
направление перемещения. Поэтому скалярное произведение можно 
вычислить через проекцию одного вектора на направление другого.

Пусть а и b — два вектора, причем b # 0. Проведем прямую /, парал­
лельную вектору Ь. Положительное направление оси / определяем по 
направлению Ь. Проекцией вектора а на направление вектора b называ­
ют проекцию а на построенную ось /. Обозначают эту проекцию так: аь. 
Пусть угол ф — угол между векторами а и Ь. Ясно, 
что это то же самое, что угол между вектором а 
и осью / (рис. 96). Из свойств проекции следует, 
что ab = |а| cos ф. Сравнивая эту формулу с опреде­
лением скалярного произведения, получаем: ь I

а • b =  аь • |Ь|. р„с. 96
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Скалярное произведение двух векторов равно проекции одного из них на на­
правление другого, умноженной на длину этого второго вектора.

В примере механической работы получаем 
А =  F  • s =  Fs ■ |s|,

где Fs — горизонтальная составляющая силы, т.е. ее проекция на направле­
ние вектора s.

Заметим, что мы на самом деле получили две формулы, так как 
можно проектировать а на Ь, а можно, наоборот, b на а:

а • b =  аь • |Ь| =  Ьа • |а|.

Отметим еще, что во всех этих формулах надо считать, что векторы 
а и b ненулевые.

Свойства скалярного произведения

Перечислим некоторые свойства скалярного произведения векторов, 
вытекающие непосредственно из его определения.

С войство 1 ________________________________________________________
Скалярный квадрат вектора равен квадрату' его длины:

аа = а2 = |а|2.

В самом деле,
а2 =  |а|2 cos Z (а, а) =  |а|2, 

так как Z (а, а) = 0, a cos 0 = 1.

Свойство 2 ________________________________________________________
Скалярное умножение векторов перестановочно:

ab = Ьа.

В самом деле,
Z (a, b) = Z (Ь, а) и ab = |а| • |b| cos Z (а, Ь) = Ьа.

Свойство 3 ________________________________________________________
Скалярное умножение векторов линейно:

а(Ь + с) = а b + а с и a(ab) = а(а Ь).

Для доказательства воспользуемся сначала формулой для скаляр­
ного произведения через проекции, а затем свойствами проекции:

а(Ь +  с) =  |а| • (Ь + с)а =  |а| • Ьа + |а| ■ са =  а • b + а • с; 
a(odb) =  |а| • (ab)a =  |а| a b a =  а|а| ■ Ьа =  а  (а • Ь).
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Первые два свойства позволяют обращаться со скалярным умноже­
нием векторов, как с умножением чисел. Например:

(а + Ь)(а -  Ь) = а2 -  Ь2,
(а + Ь) 2 =  а2 + Ь2 + 2 аЬ,
(а -  b) 2 =  а2 + b2 -  2 аЬ.

Последнее тождество имеет важные применения в геометрии.
Рассмотрим треугольник ABC (рис. 97). В век­

торных обозначениях ВС = АС -  АВ и поэтому

\ВС\2=\АВ\2 +\Ж!\2 - 2 1 АВ | • | AC | cos Z (АВ, АС), 

т.е. в обычных геометрических обозначениях р„с 9 7

а2 = Ь2 + с2 — 2be cos /Л .

Полученное соотношение называют теоремой косинусов. Если 
угол А прямой, то cos ZA =  0 и теорема косинусов превращается в тео­
рему Пифагора:

а2 = Ь2 + с2.

Условие перпендикулярности

Теорема. Два ненулевых вектора перпендикулярны тогда и только тогда, 
когда их скалярное произведение равно нулю.

Д оказательство. Пусть а и b — векторы, ф — угол между ними. Если
a _L b, то cos ф = 0 и а - Ь  = 0.
Обратно: если а b = 0 и при этом а * О, b * 0, то cos ф = 0 и a _L b.
Теорема доказана.

Эта теорема имеет геометрические применения, так как, вычисляя 
скалярное произведение, легко проверять перпендикулярность векто­
ров, а значит, и прямых.

Пример
1. Рассмотрим четырехугольник ABCD 

(рис. 98). Пусть К, L, М, N  — середины 
соответствующих сторон. Доказать, что 
если \KL\ = \MN\, то диагонали АС и BD D L с  
перпендикулярны между собой. Рис. 98
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Доказательство. В векторных обозначениях АК = - А В ,  AL = 

= ^{AC + AD) и поэтому KL = ^(AC+AD -А В ) = ^(AC  + BD ). Ана­

логично, M N = -(B D -A C ). Складывая почленно, получаем

ВЪ = М  + Ш  .
Аналогично, АС = KL -  M N . Перемножая, получаем BD АС =
= ( М  + Ш ) ( Ш - Ш )  = к Ё - М й 1 = 0 . Значит, АС± BD, что 
и требовалось доказать.

Контрольные вопросы и задания

1. Что такое скалярное произведение?
2. Приведите пример физической величины, вычисляемой с по­

мощью скалярного произведения.
3. Как выражается скалярное произведение через проекции?
4. Какие вы знаете свойства скалярного произведения?
5. В чем состоит теорема косинусов?
6 . Как выразить условие перпендикулярности двух векторов?

§ 1 0 .  Координаты вектора

Разложение векторов на составляющие

Построение в плоскости. Пусть в некоторой плоскости даны вектор а 
и две непараллельные прямые. Возьмем произвольную точку О, отло­
жим от нее вектор а = ОА . Проведем через точки О и А прямые, парал­
лельные двум данным прямым. Получим параллелограмм ОВАС. Век­
тор ОА можно представить так: ОА = ОВ + ОС. Полученное 
представление называется разложением вектора по двум данным на­
правлениям в плоскости (рис. 99).

Построение в пространстве. Пусть даны вектор а и три прямые, по­
парно не параллельные и не лежащие все три в одной плоскости. Возь­
мем произвольную точку О, отложим от нее вектор а =  ОА . Проведем 
через точку О прямые /ь /2, /3, параллельные данным трем прямым. По­
строим параллелепипед с ребрами, параллельными /,, 1Ъ /3, и с диаго­
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налью ОА. По правилу параллелепипеда получим разложение ОА = 
= ОВ + ОС + OD , которое называется разложением вектора по трем 
данным направлениям в пространстве (рис. 1 0 0 ).

Примеры
Представим себе, что мы тянем сани за веревку с некоторой си­
лой F. Нас может интересовать, какой эффект производит эта 
сила в двух направлениях: горизонтальном и вертикальном. Для 
этого надо представить вектор F в виде суммы векторов F, и F2, 
направленных по вертикали и горизонтали (рис. 1 0 1 ).

Рис. 101 Рис. 102

Направления, по которым приходится раскладывать вектор, не 
обязательно совпадают с горизонтальным и вертикальным.

Например, силу тяжести груза (рис. 102) нужно разложить по на­
правлениям удерживающих тросов, чтобы узнать, выдержат ли тросы 
этот груз.

Размерность
Сравнивая разложение векторов на прямой, в плоскости и в про­

странстве, можно заметить некоторые общие закономерности. Так, 
на прямой можно выбрать одно, на плоскости — два, в простран­
стве — три направления, по которым можно разложить любой вектор 
(прямой, плоскости, пространства). С другой стороны, если взять на
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прямой два, на плоскости — три, в пространстве — четыре вектора, то 
всегда один из них будет раскладываться по направлениям, задавае­
мым остальными векторами. Последнее свойство прямой, плоскости 
и пространства мы не доказываем, считая его очевидным. Эти свой­
ства обычно принимают в качестве аксиом, указывающих размерность 
прямой, плоскости и пространства. Размерность прямой считается 
равной единице, плоскости — двум, пространства — трем. Это соот­
ветствует нашим представлениям о числе «измерений» прямой, пло­
скости и пространства.

Декартова система координат

Определим координаты точки в пространстве по аналогии с координа­
тами на прямой и на плоскости. Для этого выберем произвольную на­
чальную точку О и проведем через нее три взаимно перпендикулярные 
оси с общим началом О. Обозначим эти оси Ox, Оу, Oz.

Плоскость, натянутую на Оу и Oz, обозначим yOz\ плоскость, натя­
нутую на Ох и Оу, — хОу, плоскость, натянутую на Oz и Ох, — zOx.

Пусть М — произвольная точка. Проведем через нее плоскости, 
параллельные плоскостям хОу, yOz, zOx. Они вместе с координатны­
ми плоскостями (хОу, yOz, zOx) образуют параллелепипед. В нем три 
ребра ОМх, ОМу, OMz расположены на осях координат и ОМ является 
диагональю. Положение точек на осях Ох, Оу, Oz определяется коор­
динатами точек. Обозначим координаты точек Мх, Му, М7 через х, у, z 
соответственно и назовем их координатами точки М  (рис. 103).

Каждой точке пространства сопоставим набор из трех чисел — ко­
ординат этой точки. Ясно, что при этом для любой тройки чисел (х; у; 
Z) в пространстве найдется точка с координатами (х; у, z)- Таким обра­
зом, мы установили взаимно однозначное соответствие между точка­
ми пространства и тройками чисел.

В дальнейшем пространство, снабженное декартовой системой ко­
ординат, мы будем называть координатным пространством.

z * Нам известна важнейшая математическая/Т\
'к идея (связываемая с именами французских ма­

тематиков XVII в. Декарта и Ферма) задавать 
точки числами, координатами. Теперь выяс-

-— ^ ним, как, следуя этой идее, задавать векторы. 
у Это расширит наши возможности в действиях 

с векторами, а также приведет к интересным 
обобщениям.Рис. 103
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О пределение координат вектора __________________________________
Произвольный вектор а отложим от начала координат. Тогда он изобразится 
направленным отрезком ОА . Координаты его конца, т.е. точки А, называются 
координатами вектора а (рис. 104).

Это определение имеет смысл как на координатной прямой, коор­
динатной плоскости, так и в координатном пространстве.

Итак, чтобы найти координаты вектора, надо отложить его от на­
чала координат и взять координаты конца построенного отрезка.

Координаты вектора обозначаются также, как и координаты точек, 
т.е. наборами чисел, записанными в скобках.

С помощью разложения векторов на составляющие можно иначе 
описать нахождение координат вектора. Координатные оси задают 
направления (два направления на плоскости, три — в пространстве). 
Разложим вектор по этим направлениям. Каждая составляющая, рас­
положенная на одной оси, может быть задана одним числом. Вектор 
задается набором составляющих, а значит, набором чисел, которые 
и называются координатами вектора.

Действия над векторами в координатах

Рассмотрим на плоскости декартову систему координат. Единичные 
векторы, направленные по осям координат х  и у, обозначим соответ­
ственно i и j и назовем ортами координатных осей (рис. 105).

Возьмем произвольный вектор а. Изобразим его направленным от­
резком ОА . Разложим ОА по направлениям координатных осей:

О А ОА, + 0/12 .

Пусть (х; у) — координаты точки А, т.е. х  — координата точки А, на 
оси абсцисс, у — координата точки А2 на оси ординат. На векторном 
языке это означает, что О А, = xi и ОА2 —у'). Получаем

а = ОА = ОА, + ОА2 = х\+  уу
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Разложение а = xi + у\ называется разложением вектора по ортам 
координатных осей. Числа х  и у  в этом разложении являются коорди­
натами точки А, а следовательно, по определению координат вектора, 
координатами вектора а. Итак,

координаты вектора а равны коэффициентам его разложения по ортам коор­
динатных осей.

Аналогичное построение делается в пространстве.
Рассмотрим координатное пространство и обозначим i, j, к единич­

ные векторы, направленные по осям координат (орты).
Возьмем произвольный вектор а, отло­

жим его от начала координат: а = ОА . Если 
точка А имеет координаты (х; у, z), то век­
тор а представляется в виде а = ОА = О А, + 
+ОА2 + ОА} = xi + у'} + гк (рис. 106), т.е. коэф­
фициенты разложения вектора по ортам яв­
ляются координатами этого вектора.

Следующие правила показывают, как вы­
полнять действия с векторами на языке ко­
ординат.

Правило 1 _________________________________________________________
При умножении вектора на число его координаты умножаются на это число.

Доказательство. Согласно условию, а =  xi + jj. Следовательно, 
л а =  Цда + yj) и Ха =  (?Jt)i + (Ay)j- Последнее равенство означает, 
что вектор л а имеет координаты (Ajc; ky). На рисунке 107 приведена 
иллюстрация этого правила.

Правило 2 _________________________________________________________
При сложении векторов их координаты складываются.
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Доказательство. Согласно условию, a, = x,i + y j, а2 =  x2i + у^. Скла­
дывая эти равенства, получаем

а! + а2 = (*х + x2)i + (yj + у2)j.
Это равенство означает, что вектор а! + а2 имеет координаты (х; + х2; 
У1+У2)-

Иллюстрацией к этому правилу служит рис. 108. На нем векторы аь 
а2 показаны радиусами-векторами точек Л,, Л2.

Сумма векторов аь а2 изображается радиусом-вектором точки А3 — 
вершины параллелограмма, построенного на ОА {и ОА2. На рисунке вид­
но, что координаты точки А3 равны суммам координат точек Ах и А2.

Для векторов в пространстве сформулированные правила действий 
сохраняются.

1. Если вектор а имеет координаты (х; у, z), то вектор да, где А. е R, 
имеет координаты (Ах; Ху; Xz)-

2. Если вектор а, имеет координаты (х,; у х; Zi), а вектор а2 име­
ет координаты (х2; у2; z2), то вектор а, + а2 имеет координаты
(*i + х2,У1 + у2; z i+ z 2)-

Для нахождения координат вектора у нас есть два правила. Соглас­
но первому правилу (принятому за определение), надо вектор отложить 
от начала координат и взять обычные декартовы координаты точки — 
конца построенного отрезка. Согласно второму правилу, вектор надо 
разложить по ортам координатных осей и взять коэффициенты этого 
разложения. Есть еще третье правило — надо изобразить вектор на­
правленным отрезком и взять разности координат конца и начала.

Теорема. Координаты вектора равны разности координат конца и начала 
направленного отрезка, изображающего этот вектор (рис. 109).

Доказательство. Пусть вектор а с координатами (х; у) изображен 
направленным отрезком АВ . Представим вектор а как 
радиусов-векторов конца и начала: а =
АВ = О В -О А. Пусть(хА\уА)и (хв\ув) — 
координаты точек Aw В. Эти же числа 
являются координатами векторов ОА и 
ОВ. Так как при вычитании векторов 
вычитаются их координаты, то

х  = хв - х А, у  = у в -у л -

Аналогичное правило верно и для век­
торов в пространстве.

разность

Рис. 109
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Выражение скалярного произведения в координатах

Введем на плоскости декартову систему коорди­
нат Пусть i и j  — орты координатных осей. Так 
как i -L j ,  а длины их равны единице, то i2 =  j 2 =  1, 
a ij =  ji =  0 (рис. 110).

Возьмем теперь два вектора ai и а2 на плоско-
-> сти и разложим их по ортам:

j
a i= x 1i + y1j , a 2 = x2i + ^2j.

Рис. 110
Вычислим скалярное произведение векторов

ai и а2. При этом вычислении будем учитывать линейность скалярного 
произведения, а также правило умножения ортов:

aia2 =  (^ i + ^,j)(x2i + 7 2j) =
=  (jq iX ^ i)  +  (JC,i)Cy2j)  +  CV|j)(x2i) +  ( y j ) ( y 2j)  = x p c 2 + У\У2.

Сформулируем правило вычисления скалярного произведения в коор­
динатах'.

скалярное произведение двух векторов на плоскости равно сумме произведе­
ний их одноименных координат:

Аналогичные формулы верны и в пространстве. Если i, j ,  k — орты 
координатных осей в пространстве, то их скалярные квадраты равны 1 , 
а скалярные произведения различных ортов равны нулю:

i2 = j 2 =  k2 = l , i j = j k  =  ki =  0.

Все рассуждения теперь проведем точно так же. Разложим векторы 
ai и а2 по их ортам:

a t = x,i + у  j  + г,к, а2 = х2\ + у$ + z2 к.

ata2 = XjX2 + у \у г.

Из этой формулы можно вывести ряд следствий.
1. Длина вектора а с координатами (х; у):

2. Условие перпендикулярности:
ai _L а2 <=> aia2 =  0 <=> х\х2 + у\у2 — 0.

3. Формула для угла <р между векторами:
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Вычислим aia2, используя линейность скалярного произведения и 
правило умножения ортов:

a la2 = x lx2 + y ]y 2 + z lz2,

т.е. скалярное произведение двух векторов равно сумме произведений 
их одноименных координат.

Запишем несколько полезных формул.
1. Длина вектора а с координатами (х; у; z) |а|2 = аа = х2 + у2 + z2, 

откуда

|а| =  yjх 2 + у 2+ z 2 ■

2. Расстояние между двумя точками в пространстве. Пусть даны 
две точки: Ах(хх; уй Zi) и А2(х2; у2, zi)- Расстояние между ними 
можно вычислить как длину вектора АХА2 . Координаты вектора 
А,А2 таковы: (х2 ~ х ,;у 2 -  у,; z2 -  Z\). Тогда

ИИгI =  \j(x2 ~Х\)2 +(У2-У\)1 +(z2 ~ZX)2 •
3. Условие перпендикулярности двух векторов в пространстве:

лх 1  а2 <=> aia2 =  0 »  х хх2 + yiy2 + z\Z2 = 0.
«Ферма... раньше Декарта понял принцип аналитической геометрии., 
и установил основной принцип, по которому уравнение первого порядка 
на плоскости представляет прямую».

Н. Бурбаки

Ф ерма Пьер (1605— 1665) —  ф ранцузский математик, один из созда­
телей аналитической геом етрии и диф ф еренциального исчисления. 
Открыл правило нахождения экстрем ум а с помощ ью производной. 
Автор многих теорем теории чисел. Знаменитая теорема Ф ерма из 
теории чисел, которую Ф ерма сф ормулировал без доказательства, 
доказана английским матем атиком Уайлсом только в 1993 г. Ф ор­
мулировка Ф ерма гласит: «Разделить куб на два других куба и во­
общ е какую -нибудь степень выше второй на две степени с тем  же 
обозначением невозможно, и я нашел воистину замечательное д о ­
казательство этого , но поля слиш ком узки, чтобы вместить его».

Контрольные вопросы и задания

1. Опишите процедуру разложения вектора плоскости по двум 
направлениям.

2. Сколько направлений нужно выбрать в пространстве, чтобы по 
ним можно было разложить любой вектор?
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3. Как вычисляются декартовы координаты точек?
4. Как определяются координаты вектора?
5. Как связаны координаты вектора с его разложением по коорди­

натным осям?
6 . Как ведут себя координаты при действиях над векторами?
7. Как вычислить координаты вектора, если известны координаты 

его начала и конца?
8 . Как вычисляется скалярное произведение в координатах?
9. Как вычисляется длина вектора с помощью координат?
10. Как в координатной форме записать условие перпендикулярно­

сти двух векторов в пространстве?

§ 1 1 . Применение векторов в механике и геометрии

Закон движения материальной точки

Рассмотрим материальную точку Р. Если точка Р движется по пря­
мой, то ее положение на прямой задается одним числом. Величины, 
связанные с движением точки Р по  прямой, например скорость, сила, 
ускорение, являются скалярными. Если точка Р движется по криволи­
нейной траектории, то все эти величины будут определяться не только 
числовыми значениями (модулем), но и направлением, т.е. они будут 
векторами.

Зафиксируем некоторую точку отсчета О и будем положение дви­
жущейся точки в момент времени t задавать радиусом-вектором отно­
сительно О (рис. 1 1 1 ).

Если в моменты времени /ь t2, / 3 точка занимает положения А\, А2, 
А3, то ее радиусы-векторы г(/() =  ОА, , г(t2) = ОА2 , г(?3) =  ОА3 будут 
векторами, зависящими от времени.

Рис. 111 Рис. 112
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Итак, мы получили первую векторную величину, связанную с дви­
жением точки, — радиус-вектор г = r(t), определяющий ее положение 
относительно некоторой точки отсчета О в момент времени t.

Часто в механике важно знать не положение точки, а ее перемеще­
ние за интервал времени [/ь t2\. Перемещение является вектором и изо­
бражается направленным отрезком, начало и конец которого совпада­
ют с положениями точки в моменты t{ и t2. Перемещение обозначают 
Дг. Вектор Аг связан с радиусами-векторами, характеризующими по­
ложение точки: Дг = г(Г2) — r(/j). Про перемещение можно сказать, что 
оно является приращением вектора г 
за отрезок времени [tx, t2] (рис. 1 1 2 ).

В простейшем случае, когда точка 
движется по прямой, скорость направ­
лена по этой же прямой. В общем слу­
чае скорость направлена по касатель­
ной к траектории движения (рис. 113).

Положение точки г является векторной функцией времени: г = rit). 
Эта функция называется законом движения материальной тонки.

Простейший закон движения — это закон движения с постоянной 
скоростью. Он задается формулой

Г =  Го +  V/,

где / — время; v — постоянный вектор скорости; Го — положение точки при 
/ = 0 ; г — переменный вектор; задающий положение точки в момент 
времени t.

Ясно, что такое движение будет прямолинейным: точка движется 
по прямой, идущей через конец вектора г (его начало — фиксирован­
ная точка О) в направлении, определяемом вектором v (рис. 114). Если 
v =  0 , то г =  г0 и точка стоит на месте.

а / 2Квадратичный закон движения г =  г0 + V  + , где векторы r0, v0 

и а постоянны, задает движение с постоянным ускорением а и линей­
но меняющейся скоростью v =  v0 + at (рис. 115, при а = g ).
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Изучение векторных законов движения удобно вести с помощью 
координат. Если материальная точка Р движется в координатной пло­
скости хОу, то ее положение задается ее координатами х  и у, которые 
равны, по определению, координатам ее радиуса-вектора г (относи­
тельно точки О). Таким образом, задать векторную функцию г = r(t) 
можно с помощью двух скалярных функций х  = x(t) и у  = y(t). Переход 
от векторного задания движения к координатному обычно упрощает 
решение задач.

Пример
Рассмотрим движение снаряда, начальная скорость v0 которого 
была направлена под углом а к горизонту. Выберем в качестве 
начальной точки О положение снаряда в момент времени t = О,

тогда г =  \ 0t + ^  gt2. (Здесь мы, конечно, имеем в виду идеальную
ситуацию, когда сила тяжести, действующая на снаряд, посто­
янна и другие силы на снаряд не действуют.)
Выберем оси координат так, как показано на рис. 116. Вектор­

ное равенство г =  v0/ + ^  gt2 запишем в координатном виде. Сна­

чала разложим векторы v0 и g по горизонтальному и вертикаль­
ному направлениям. Проекция вектора v0 

на ось х  равна v0 cos а , а на ось у  — v0 sin а; 
проекция ускорения на ось х  равна нулю, 
а на ось у  равна —g. Таким образом,

1 7х  = t v0 cos а , у  = t v0 sin а  — -glг.

где x, у — координаты вектора г. Такая система 
позволяет решить ряд задач.

Задачи
1. Найти время движения снаряда.

Снаряд касается земли в момент t > 0, когда у  = 0. Приравниваем 
к нулю выражение для у:

1 , Л t v0 sin а  — - g r  = 0 .

Решая это квадратное уравнение относительно t, получаем t\ = 0, 
2 vnsincx _t2 = —------- . Ясно, что ?) соответствует моменту вылета снаря-

g
да, a t2 — моменту его падения.
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2. Найти расстояние по горизонтали, которое пролетит снаряд. 
Известно время движения снаряда. Подставляя его в формулу

2  Vq sin a  cos а  2 vnsinacosa для х, получаем х  = —--------------  — —-------------- .
S g

Найдите самостоятельно, на какую максимальную высоту под­
нимается снаряд.

Векторное задание прямой

Направляю щ ий вектор прямой ____________________________________
Направляющим вектором прямой называется любой ненулевой вектор, кото­
рый лежит на этой прямой.

Рассмотрим в пространстве прямую /. Выберем на ней две точки: А 
и В. Вектор АВ является направляющим вектором прямой /. Направ­
ляющий вектор прямой определен неоднозначно. Любой ненулевой 
вектор, коллинеарный АВ , также будет направляющим вектором пря­
мой /.

На рисунке 117 изображены различные направленные отрезки, ко­
торые можно принять за направляющий вектор прямой /. Обозначим 
направляющий вектор прямой одной буквой, например v (рис. 118). 
Такое обозначение принято в курсе физики: если точка равномерно 
движется по прямой /, то ее скорость v может быть взята за направляю­
щий вектор этой прямой. Отметим, что если V! и v2 — направляющие 
векторы одной и той же прямой /, то они коллинеарны, т.е. найдется 
такое число t* 0 , что v2 = to\. Это означает, что если две точки движутся 
по одной и той же прямой или по параллельным прямым, то их скоро­
сти являются коллинеарными векторами.

Чтобы однозначно определить прямую, нужно кроме ее направ­
ляющего вектора v задать положение какой-либо ее точки. Пусть в 
пространстве зафиксирована начальная точка О, дана точка Р0 своим 
радиусом-вектором г0 и дан вектор v ф 0. Проведем через точку Р0 пря­
мую / с направляющим вектором v.
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Пусть г — радиус-вектор ее произвольной точки Р. Тогда вектор 
Р0Р , как один из направляющих векторов прямой /, коллинеарен век­
тору v, т.е. найдется такое число t, что Р0Р = t\. Записывая вектор Р0Р 
как разность векторов г и г0, получаем: г — r0 =  t\ или г = г0 + 1\.

Обратно: если радиус-вектор г какой-либо точки Р удовлетворяет 
такому уравнению при некотором t е R, то вектор Р0Р коллинеарен v 
и точка Р лежит на прямой /. Поэтому это уравнение называют уравне­
нием прямой (в векторной форме). Оно описывает траекторию точки, 
движущейся с постоянной скоростью v и имеющей положение Р0 в мо­
мент времени t = 0 .

Векторное уравнение прямой г =  г0 +  1\, или г -  r0 =  t\, можно пере­
писать в координатной форме. Рассмотрим для простоты прямую, ле­
жащую в плоскости с декартовыми координатами (х, у). Пусть (х, у) — 
координаты переменного вектора г, (xq, _у0) — координаты точки Р0; 
(т, п) — координаты направляющего вектора v. Векторное равенство 
означает равенство соответствующих координат:

|  х -  х0 = tm,
\ y - y 0 =tn.

Мы воспользовались правилом действий, над векторами в коорди­
натах. От системы уравнений можно перейти к одному уравнению, свя­
зывающему х и у, если исключить параметр t. Для этого надо умножить 
первое уравнение на « и вычесть из него второе, умноженное на т. По­
лучится уравнение прямой на плоскости в координатной форме:

л(х — Xq) — т(у — уо) = 0 .

Если раскрыть скобки и обозначить п=  А, —т = В, —пх0 + ту0 = С, 
то мы получим уравнение прямой Ах + By + С = 0.

Пример
Пусть прямая / на координатной плоскости (х, у) проходит через 
точки Д З; —2) и В(4; 1). Построим точки А и В и проведем через 
них прямую /. В качестве направляющего вектора прямой / мож­
но взять вектор АВ . Он имеет координаты (1; 3), которые на­
ходятся как разности координат конца и начала. За направляю­
щий вектор прямой / можно взять и другие векторы — ВА , АС 
(точка С — середина отрезка АВ), OD (точка D выбрана так, что 
OD\\AB).
В качестве начальной точки можно взять точку А. Тогда вектор­
ное уравнение прямой / можно записать в виде г = r0 + t\, где
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г(х; у) — радиус-вектор переменной точки прямой /, г0(3; —2) = 
=  ОА , v(l; 3) =  АВ . В координатах уравнение прямой / имеет 
вид

Умножая первое уравнение на 3 и вычитая из него второе, полу­
чаем уравнение Зх — >'=11, или Зх — у — 11=0. Это же уравнение 
можно записать в виде у  =  Зх — 11, откуда следует, что угловой 
коэффициент прямой / равен 3.

Параллельность и перпендикулярность прямых ___________________
Если две прямые параллельны, то их направляющие векторы коллинеарны.

Коллинеарность векторов геометрически означает, что изображаю­
щие их направленные отрезки лежат на параллельных прямых. Можно 
сказать, что направляющий вектор прямой / является одновременно 
направляющим вектором любой прямой, параллельной /.

Запишем условия параллельности прямых /) и / 2 с направляющими 
векторами Vi и v2 (рис. 119):

Рассмотрим теперь перпендикулярные прямые. Возьмем две пере­
секающиеся прямые /| и / 2 с направляющими векторами Vj и v2. Прямая 
1\ перпендикулярна прямой / 2 тогда и только тогда, когда векторы v, 
и у2 ортогональны (рис. 1 2 0 ).

Не обязательно брать только пересекающиеся прямые. Две прямые 
в пространстве называются перпендикулярными, если ортогональны их 
направляющие векторы (рис. 1 2 1 ).

Запишем условие перпендикулярности прямых /[ и / 2 с направляю­
щими векторами Vi и v2:

х = 3 + t, 
y  = -2  + 3t.

h II h <=> v, || v2 <=> V! =  l \ 2.

Рис. 119 Рис. 120 Рис. 121

!x J. /2 <=> v, -L v2 <=> Vj • v2 =  0.
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П римеры
1. Найдите на рис. 122 координаты точек С и D, вычислите коорди­

наты векторов ВА , АС и OD и убедитесь в том, что они колли- 
неарны вектору АВ .

2. В кубqABCDA'B'C'D' (рис. 123) ребро AS перпендикулярно вось­
ми ребрам: АА', ВВ', СС', DD', AD, A 'D ', В'С' и ВС. Проверим, 
что диагонали АС и B'D' тоже перпендикулярны. Докажем, что 
А С -Ш ' = 0.

У А

1 2 3 4 5 * 

Рис. 122

В' С'

Сначала заменим вектор B'D' на равный ему вектор BD . За­
тем разложим: АС = AD + АВ , BD = A D -A B . Получим АСх 
х Ш ’ = А С В Ъ  = (АЗ+АВ) ■ (A D -A B ) =  AD? -А В *  = 0 , так
как длины векторов AD и АВ равны как длины сторон 
квадрата.
На следящем устройстве отмечаются координаты двух само­
летов, летящих по прямолинейным траекториям. Первый са­
молет находился при двух наблюдениях в точках ^ (3 ;  17; 10) 
и /42(8; 11; 11), второй — в точках В\{2\ 29; 11) и В2(7; 33; 10). До­
кажем, что их траектории перпендикулярны.
Векторы Л,А2 и  В,В2 м о ж н о  принять за направляющие векто­
ры траекторий. Вычислим координаты этих векторов АХА2 
(5; —6 ; 1), ВХВ2 (5; 4; —1) и составим скалярное произведение:
А^А2 ■ Щ 2 =  5 ■ 5 + ( - 6 ) • 4 + 1 ■ (-1 ) =  0, т.е. А А  1  BJB2 . 
Ответьте на трудный вопрос: пересекаются ли траектории 
самолетов?

Угол между прямыми
Углом между двумя прямыми в пространстве называется угол между их на­
правляющими векторами (рис. 124).
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Направляющий вектор прямой опре­
делен неоднозначно. Как сказывается 
эта неоднозначность на определении 
угла между прямыми? Заменим вектор 
V] на коллинеарный ему вектор v'j. Пусть 
v't =  A.Vi. Если X > 0, то углы между век­
торами (vi; v2) и (А,Уь v2) равны (рис. 125). 
Если X < 0, то направление вектора изме­
нится на противоположное и угол также 
изменится (рис. 126). Рис. 124

Рис. 125 Рис. 126
Таким образом, направляющие векторы двух прямых при различ­

ном выборе этих векторов могут образовывать два разных угла, даю­
щих в сумме развернутый угол. Если нужно уточнить, какой из углов 
имеется в виду, то часто указывают, например, «острый угол между 
двумя прямыми» или «тупой угол».

Углы между прямыми можно вычислить с помощью скалярного 
произведения, так как формула для угла между векторами известна. 
Пусть прямые 1\ и / 2 имеют направляющие векторы Vi и v2. Косинус угла 
между прямыми /, и / 2 вычисляется по формуле

Заметим, что косинусы двух различных углов между прямыми име­
ют одинаковый модуль и разные знаки, так как c o s ( tc  — а) = —c o s  а. По 
знаку косинуса можно узнать, острый или тупой угол образуют вы­
бранные направляющие векторы прямых.

Векторное задание плоскости

Нормаль к плоскости ______________________________________________
Прямая называется перпендикулярной плоскости, если она перпендикулярна 
любой прямой на этой плоскости (рис. 127).
Нормалью к плоскости называется ненулевой вектор, который лежит на пря­
мой, перпендикулярной данной плоскости.
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/ /
У

Рис. 127 Рис. 128

Нормаль к плоскости определена неоднозначно (рис. 128). Любой 
ненулевой вектор, коллинеарный нормали, также является нормалью 
к этой плоскости. Обозначим п нормаль к плоскости. Для однознач­
ного задания плоскости кроме нормали достаточно задать положение 
какой-либо ее точки.

Пусть а  — некоторая плоскость, п — ее нормаль, г0 — радиус-вектор 
какой-либо точки Р0 плоскости а , г — радиус-вектор ее произвольной 
точки Р. Так как вектор Р0Р  лежит в плоскости а , то он ортогонален 

tr нормали п, т.е. Р0Р  • п = О (рис. 129).
Обратно: если для некоторой точки Р

Это условие можно переписать в координатах, зная коорди­
наты точки Р0(х0- уо', Zo) и вектора нормали п(Л; В; С) : (х — х0) х 
х А + (у — уо) В + (z — Zo)C =  0. Если раскрыть скобки и обозначить 
—А>с0 — Ву0 — Czo через D, то получим уравнение плоскости в коорди­
натах:

Ах + By + Cz + D = 0.
Если обозначить радиусы-векторы точек Р0 и Р через г0 и г, то век­

торное уравнение плоскости таково:
(г -  г0) • п =  0.

Полезно запомнить, что при задании уравнения плоскости в виде 
Ах + By + Cz + D = 0 коэффициенты {А\ В, С) являются координатами 
вектора нормали к плоскости.

выполняется условие Р0Р х х п =  0, т.е. Р0Р 
-L п, то точка Р лежит в плоскости а. Таким 
образом, условие того, что точка Р лежит в 
плоскости сх, имеет вид

Рис. 129 Р е  а <=> Р0Р  п = 0.

Пример
Прямая / проходит через точки Pi(l; 2; —5) и Р2(6 ; —2; —3). Рас­
смотрим различные плоскости, перпендикулярные прямой /.
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В качестве нормали любой из них можно взять вектор РХР2 , т.е. 
направляющий вектор прямой /. Вектор РХР2 имеет координаты 
(5; —4; 2). Напишем координатное уравнение плоскости, про­
ходящей через точку Р\ и перпендикулярной прямой I:

5(х — 1) — 4(у — 2) + 2(z + 5) =  О,
или

5* -  4у + 2z + 13 =  0.

Уравнение плоскости, проходящей через точку Р2 и перпендику­
лярной прямой /, имеет вид

5(х — 6 ) — 4(у + 2) + 2(z + 3) = 0,
или

5x — 4y + 2 z—32 = 0.

Контрольные вопросы и задания

1. Какой формулой описывается закон движения материальной 
точки с постоянной скоростью?

2. Какой будет траектория движения материальной точки, если 
скорость движения постоянна?

3. При каких условиях закон движения материальной точки будет 
квадратичным?

4. Что такое направляющий вектор прямой?
5. Как записать уравнение прямой в векторной форме?
6 . Как записать векторное уравнение прямой в координатной форме?
7. Как проверить, что две прямые, заданные в векторной форме: 

а) параллельны; б) перпендикулярны?
8 . Как определить угол между двумя прямыми?
9. Как записать векторное уравнение плоскости?
10. Как записать уравнение плоскости в координатах? Каков гео­

метрический смысл коэффициентов?

Заключительная беседа

Линейные векторные пространства

Новые примеры векторных величин. До сих пор мы рассматривали век­
тор как направленный отрезок, т.е. задавали его длиной и направлени­
ем. Введение координат позволяет задавать векторы наборами чисел.
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Так, вектор плоскости определяется парой чисел, вектор простран­
ства — тройкой чисел. Для того чтобы не противопоставлять скаляр­
ные величины векторным, можно считать, что скалярные величины 
изображаются на прямой и задаются модулем (абсолютным значени­
ем, длиной) и направлением (знаком). Задание векторов наборами чи­
сел позволяет рассматривать новые векторные величины.

Допустим, цех выпускает изделия четырех наименований. Выпуск 
продукции за месяц можно охарактеризовать строчкой из четырех чи­
сел (ах, а2, а3, а4), где а{ — количество выпускаемых изделий перво­
го вида, а2, аъ, а4 — количество изделий остальных видов. Полностью 
определить выпуск продукции с помощью одного числа невозможно. 
Строчка (а,, а2, аг, а4), характеризующая выпуск продукции по ассор­
тименту, является векторной величиной.

Рассмотрим множество квадратных трехчленов ах2 + Ьх + с, где а, Ь, 
с — произвольные действительные числа (мы допускаем обращение в 
нуль любого из коэффициентов а,Ь,с). Например, тройка чисел (1,0,0) 
задает трехчлен вида х2 + Ох + 0  = х2, атройка чисел (2 , —1 , —1 ) — трех­
член 2х2 — х — 1. Квадратный трехчлен мы можем тоже рассматривать 
как вектор.

Как же выделить какие-то общие свойства векторных величин? 
Важным свойством, объединяющим все векторные величины, являет­
ся возможность совершать с ними две операции: сложение и умноже­
ние на число.

Сложение параллельных переносов и умножение их на число из­
вестно из геометрии, сложение сил — из механики. Если рассматри­
вать строки из четырех чисел (аь аъ я3, а4), задающих выпуск фик­
сированных четырех видов продукции, то естественно складывать их 
следующим образом:

(а1; 0 2 , а3, а4) + (Ь1у Ьг, b$, b4) = (а) + by, а2 + Ь2, о3 + b3, а4 + Ь4).

Это делается при суммировании выпуска продукции за несколько 
месяцев или определении выпуска продукции несколькими предпри­
ятиями, имеющими одинаковый ассортимент изделий.

Аналогично складываются и умножаются на число квадратные 
трехчлены.

Обратим внимание на важную особенность разобранных приме­
ров. Мы говорили о квадратных трехчленах, но при этом не фикси­
ровали внимание на каком-то одном из них, а брали сразу множество 
всех квадратных трехчленов. При изучении параллельных переносов 
полезно рассматривать все параллельные переносы, лишь тогда можно 
складывать их и умножать на число.
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Таким образом, мы каждый раз имеем дело с множеством значений 
векторной величины, причем эти значения можно складывать и умно­
жать на число. Во всех примерах эти две операции удовлетворяют всем 
законам векторной алгебры. Эти правила мы уже фактически исполь­
зовали в доказательствах, но не обращали на это внимания.

В математике множество объектов, которые можно складывать 
и умножать на число, называют векторным пространством, если для 
этих операций выполнены законы векторной алгебры.

Размерность. Мы начали изучение векторов с того, что указали ве­
личины, которые нельзя задавать одним числом. Оказалось возмож­
ным задавать эти величины несколькими числами, их координатами.

Так, силу, действующую на точку в пространстве, можно задавать 
тремя числами — проекциями силы на оси координат. Выпуск продук­
ции цехом, изготовляющим четыре вида изделий, задается четырьмя 
числами — количеством выпускаемых изделий по каждому виду от­
дельно. Квадратный трехчлен ах2 + Ьх + с задается тремя числами — 
коэффициентами а, Ь, с. Таким образом, векторные величины различа­
ются тем, сколько чисел требуется вычислить для их задания (конечно, 
речь идет о наименьшем количестве чисел, нужных для вычислений 
векторной величины).

Если для задания векторной величины нужно задать п чисел, то го­
ворят, что она является «-мерной векторной величиной, а про вектор­
ное пространство, образованное значениями этой величины, говорят, 
что оно имеет размерность п, или «-мерно.

Так, силы, действующие в пространстве, описываются с помощью 
векторов с тремя координатами, размерность пространства параллель­
ных переносов в плоскости равна двум, квадратные трехчлены запол­
няют трехмерное пространство, а выпуск продукции четырех видов 
изображается элементом такого пространства, для которого п = 4. Ска­
лярные величины задаются одним числом. Их можно рассматривать 
как одномерные векторные величины.

Примером «-мерного пространства при любом п является множе­
ство строчек длины п: Ш" = {(аь а2, а3, а4, а „ ) } .

Сложение строчек и умножение их на число производится по сле­
дующим правилам:

{а\, а2, Оз, а4, ..., ап) + (6 1; Ь2, Ь}, Ь4, ..., Ь„) =
= (я, + Ьь а2 + Ь2, аг + bh а4 + Ь4, ..., а„ + Ь„),

Ма 1> a2i •••> ап) = (^а 1> ^a2i •••) ^ап)■
Размерность векторной величины является ее основной характе­

ристикой. Все векторные величины одной и той же размерности по­
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хожи друг на друга, например, тем, что каждую из них можно задавать 
строчкой из такого же количества чисел. Это сходство проявляется и 
в геометрическом изображении векторов. Все двумерные векторные 
величины можно изобразить на плоскости; все трехмерные — в про­
странстве. Прибавим к этому, что все одномерные векторные величи­
ны — скаляры — изображаются на числовой прямой.

Многие теоретические и прикладные дисциплины (физика, эконо­
мика, радиотехника и др.) используют «-мерные векторные простран­
ства с п > 3.

Контрольные вопросы и задания

1. Каковы общие свойства векторных величин?
2. Сформулируйте свойства сложения векторов и умножения век­

тора на число.
3. Приведите примеры величин, задающихся наборами чисел.
4. Приведите пример четырехмерного пространства.



ГЛАВА

ТРИГОНОМЕТРИЯ

§ 12. Вращательное движение

Периодические процессы

В этой главе будет изучаться новый класс функций — тригонометри­
ческие функции. Они служат, прежде всего, для описания разнообраз­
ных периодических процессов. С периодически повторяющимися 
ситуациями человек сталкивается повсюду. Его жизнь сопровождают 
различные астрономические явления — восход и заход Солнца, изме­
нение фаз Луны, чередование времен года, положение звезд на небе, 
затмения и движение планет. Человек давно заметил, что все эти яв­
ления возобновляются периодически. Жизнь на Земле тесно связана 
с ними, и поэтому не удивительно, что астрономические наблюдения 
явились источником многих математических открытий.

Биение сердца, цикл в жизнедеятельности организма, вращение 
колеса, морские приливы и отливы, заполненность городского транс­
порта, эпидемии гриппа. В этих многообразных примерах можно най­
ти общее: эти процессы периодичны, состояния участвующих в них 
объектов повторяются.

Мы часто слышим по радио сообщения об очередном запуске ис­
кусственного спутника Земли. Обычно в сообщении указываются наи­
меньшее и наибольшее расстояния спутника от поверхности Земли и 
период его обращения. Если период обращения спутника составляет 
92 мин, то мы понимаем, что его положение относительно Земли через 
каждые 92 мин будет одинаковым. Так мы приходим к понятию пе­
риодической функции как функции, обладающей периодом, т.е. таким 
числом Т, что значения функции при значениях аргумента, отличаю­
щихся на Г, 2  Г, 3 Г и т. д., будут одинаковыми.

Астрономия, которая дает нам наиболее наглядное представление
о периодических процессах, определяет положение объектов на небес­
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ной сфере с помощью углов. Можно сказать так: в качестве аргумента 
периодических функций очень часто выступает угол. Поэтому сначала 
мы обсудим вопрос об измерении углов.

Углы и их измерение

Геометрически угол — это часть плоскости, ограниченная двумя лучами, вы­
ходящими из этой точки. Эти лучи называются сторонами угла, а точка, из 
которой они выходят, — вершиной (рис. 130).

Рис. 130 Рис. 131

Как измеряют углы? В качестве единицы геометрических углов

принят градус, т.е. —— полного угла. Конкретные углы удобно изме- 
360

рять в градусах с помощью транспортира (рис. 131).
Во многих оптических приборах также используют градусную меру 

угла. Углы, получающиеся при непрерывном вращении, удобно из­
мерять не в градусах, а с помощью таких чисел, которые отражали бы 
процесс построения угла, т.е. вращение.

Представим себе, что зафиксирована не только вершина угла, но 
и один из образующих его лучей (рис. 132). Другой луч вращается во­
круг вершины. Получающиеся углы будут зависеть от угловой скоро­
сти вращения и времени. Можно считать, что вращение происходит 
равномерно (с постоянной угловой скоростью). Тогда угол поворота 
определяется длиной дуги, по которой проходит какая-либо фиксиро­
ванная точка подвижного луча.

Если расстояние от точки до вершины 
/  равно R, то при вращении точка движется

по окружности радиуса R. Отношение прой­
ти /  денного пути к радиусу R не зависит от ра- 

/  V\ диуса и может быть взято за меру угла. Чис-
-----------------’—  ленно она равна пути, пройденному точкой

Рис. 132 по окружности единичного радиуса. Итак,
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пусть угол получен вращением подвижного луча от некоторого начального
положения. Его значение численно равно пути, который пройдет точка этого
луча, находящаяся на единичном расстоянии от вершины.

Чему равен полный угол? Ясно, что значение полного угла равно 
длине единичной окружности, т.е. числу 2 л (где л — отношение длины 
окружности к ее диаметру). Число л было известно людям с глубокой 
древности и с довольно большой точностью. Первые десятичные зна­
ки этого числа таковы: л =  3,14159265358...

Итак, полный угол равен 2л, развернутый — л, а прямой — .
Угол величины 1 называют радианом (рад), а введенную меру угла — 
радианной.

Радианную меру легко связать с градусной. Достаточно сравнить
71меры одного и того же угла, например прямого: — рад = 90°, откуда

1 ° = - ^ *  0,017 рад.
180

Обратно: можно выразить 1 рад в градусной мере, т.е.

0 1 ЯП
1 рад = -  • 90° = —  • 1° =  ... =  57,296°.

л л
В географии, астрономии и других прикладных науках использу­

ют доли градуса — минуту (') и секунду ("). Минута — это 1/60°, а се­
кунда — 1/60'. Запишем соотношения между различными единицами 
углов:

1° =  0,017 рад; 
t

Г — “  0,0003 рад;

1" =  Г— 1 =Г J —1 = 0,000005 рад;
U o J  l3600 j

1 рад = 57, 296° =  57° 17' 45".

Градусный и радианный способы измерения углов равноправны 
и используются достаточно широко. Так, широту и долготу точки на 
земном шаре обычно задают в градусах и минутах. При проведении 
приближенных вычислений обычно заменяют sin а  на а (при малых 
углах а), но это можно делать только тогда, когда угол выражен в ра­
дианах.
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Заметим еще, что обозначение градуса (минуты, секунды) запи­
сывают, а обозначение радиана, как правило, пропускают (так как с 
физической точки зрения угол — безразмерная величина, например, 
а  = 0,23; а  =  3,14; а  =  0,01).

Угол к часто используется как самостоятельная единица масштаба, с
„ лпомощью которой измеряют другие углы — прямой угол равен — , угол

в равностороннем треугольнике — у  . Часто встречаются записи меры

углов в виде ^ п ,  - к ,  — и т.д. Обычная единица масштаба радиан соот-
6  7 4

ветствует некоторому углу, чуть меньшему, чем j  , так как — =  1,047.
Так как на практике приходится иметь дело как с градусной, так и с 

радианной мерой, то на микрокалькуляторе есть возможность выби­
рать единицы измерения угла, т.е. умеет переводить градусы в радианы 
и обратно.

Подведем итоги.

Угол мы можем получить вращением подвижного луча. Его радианная мера 
численно равна пути, который проходит точка этого луча, отстоящая от вер­
шины на расстоянии 1.

Движение точки по окружности во многом аналогично движению 
точки по прямой. Чтобы определить положение точки на прямой, не­
достаточно знать путь, пройденный ею от начальной точки, нужно 
указать еще направление движения. Обычно на прямой фиксируют 
положительное направление, а положение точки определяют одним 
числом, которое может быть не только положительным (как путь), но 
и отрицательным.

Аналогично поступают и с вращательным движением. В качестве 
положительного направления движения по окружности выбирается 
движение против хода часовой стрелки. Угол задают произвольным 
числом t. Для построения угла t на единичной окружности от непод­

вижной точки откладывают путь, равный |/j, в на­
правлении, определяемом знаком числа t. Таким 
образом, для произвольного числа t мы построили 
угол t, определяемый двумя лучами — неподвиж­
ным и тем, который проходит через построенную 
точку (рис. 133).

При таком обобщении понятия угла постепен­
но отходят от его геометрического образа как части 
плоскости, лежащей между двумя лучами. Факти­
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чески слово «угол» становится для нас синонимом слова «число». Угол 
t (т.е. произвольное число t) будет выступать у нас в качестве аргумента 
тригонометрических функций. Изображать угол 1 нам будет удобно не 
в виде пары лучей, а в виде точки единичной окружности. Для этого 
мы подробно рассмотрим вращательное движение.

Вращательное движение и его свойства

Представим себе маленький шарик, который равномерно движет­
ся по окружности в положительном направлении. Будем считать, что 
в момент времени t = 0 шарик находился в положении А и за время 
t=  1 прошел по окружности расстояние, равное 1. Тогда за время, рав­
ное л, он пройдет расстояние, равное л, т.е. половину окружности.

Обозначим Р, точку на окружности, в которой шарик находится 
в момент времени t. Для того чтобы найти положение этой точки, надо 
отложить от точки Р0 = А по окружности путь длины |/| в положитель­
ном направлении, если t > 0 , и в отрицательном направлении (т.е. по 
ходу часовой стрелки), если t < 0 .

А• 4

П римеры
К1. Пусть t — — . Отложим ОТ ТОЧКИ Р()
4

в положительном направлении путь

длины — . Так как длина всей окруж- А = РЛ
4  

ности равна 2л, то точка Р- является
4

серединой дуги АВ (рис. 134).

2. Пусть t = —  . Отложим от точки Р0
4 п Рис. 1349л „путь длины — . Заметим, что 

9 л л—  = 2л + — . Пройдя путь 2л, точка опять попадает в А. Пройдя 
4 4

оставшийся путь, она попадает в середину дуги АВ. Таким обра­
зом, точка Р9к совпадает с точкой Рг .

Т  4
3. Найдем теперь точку Р - . Для этого точке необходимо пройти

в отрицательном направлении путь — (рис. 135). Оси координат 
делят плоскость на четыре четверти. В зависимости от того, в ка-
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кую часть плоскости попадает точка Р„ говорят о том, в какую 
четверть попадает угол t. При этом полезно помнить, что 1 рад 
чуть меньше 60°, т.е. трети развернутого угла.

Р, = Р,+

Рис. 136

Свойства вращательного движения

С войство 1 ________________________________________________________
Для всякого целого числа к точка Р, совпадает с точкой Р, + i7jc (если моменты 
времени отличаются на число, кратное числу 2л, то точка в эти моменты вре­
мени занимает одно и то же положение) (рис. 136).

Это свойство выражает периодичность вращательного движения. 
Действительно, в разные моменты времени точка может занимать 

на окружности одно и то же положение. Так, в примере 2 мы убеди-
9тГ 71лись, что Рп = Р9, . Это произошло из-за того, что числа —  и — от- 

? Т  4 4
личаются друг от друга на 2 л, а за время t =  2 л точка проходит всю
окружность и возвращается в исходное положение. Аналогично, если
разность t\ — t2 равна 4л, 6 л, 8 л или —2л, —4л и т.д., то Ph =Р,2 , т.е. в
моменты времени t \ , t \±  2л, t\ ± 4 л ,... точка занимает одно и то же по-

Свойство 2 ________________________________
Если Рг> = Ph , то найдется такое целое число к, 
что tl = t1 + Ink  (рис. 137).

Действительно, если в два каких-то 
момента времени положения точки со­
впали, то между этими двумя моментами 
точка прошла целое число раз всю окруж­
ность.

ложение на окружности.

), = t2 + 2п к

Р’Г  Ъг

Рис. 137
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С войство 3 ________________________________________________________
Для всякого значения t точки Р, и Р, + „ диаметрально противоположны
(рис. 138).

У1
р, ^
\

\
\
\

\
0 \  ’  X

\
\

V■«г+п

Рис. 138 Рис. 139

Действительно, за время я точка проходит половину окружности 
и занимает положение, диаметрально противоположное исходному.

Свойство 4 ________________________________________________________
Для всякого значения t точки Р, и Р , симметричны друг другу относительно 
оси абсцисс (рис. 139).

Действительно, для построения точек Р, и Р-, надо отложить от точ­
ки Р0 дуги, равные |/|, но в противоположных направлениях.

Свойство 5 ________________________________________________________
Для всякого значения Г точки Pt и Р-,+, симметричны относительно оси орди­
нат (рис. 140—142).

Это свойство выводится из свойств 3, 4.

Свойство 6 ________________________________________________________
Для всякого значения Г точки Р, и Р./г _, симметричны друг другу относительно 
биссектрисы первого и третьего координатных углов (рис. 143).
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Ц

, Г
\
\
\
\

ч
ч
ч

----- f
1
1
1

X 0 ч
ч
ч
ч

V ,

X 0 \ !
\

X

Рис. 140 Рис. 141 Рис. 142
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Возьмем две точки: Р0 и Рп/ 2- Они сим­
метричны друг другу относительно биссек­
трисы первого и третьего координатных 
углов. Точка Р, получится при перемещении 
на расстояние |/j в одном каком-то направ­
лении от Р0, а точка Рк/2_, — при перемеще­
нии на такое же расстояние от точки Рк/2, но 
в противоположном направлении.

В этом случае точки Р, и Рп/2 _, при вся­
ком t будут оставаться симметричными друг 
другу относительно указанной прямой.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова и обозначе­
ния, появившиеся в этом параграфе: угол, радиан, число к, точ­
ка Р,. Приведите примеры их использования.

2. По каким формулам переводят градусную меру угла в радиан- 
ную и наоборот?

3. Как построить произвольный угол f!
4. В чем состоит периодичность вращательного движения?
5. Каким углам соответствуют диаметрально противоположные 

точки окружности?
6 . Каким углам соответствуют точки, симметричные друг другу от­

носительно оси абсцисс?
7. Каким углам соответствуют точки, симметричные относительно 

оси ординат?
8 . Каким углам соответствуют точки, симметричные друг другу от­

носительно прямой у = х?
9. Как связаны между собой углы t и если Р, = Р, ?
10. Приведите примеры периодических процессов.

§ 1 3 .  Определение тригонометрических функций 

Тригонометрия треугольника

Тригонометрия возникла как наука об измерении треугольников 
в связи с необходимостью производить астрономические вычисления
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и долгое время была частью астрономии. В средние века она отдели­
лась от астрономии и стала самостоятельной частью математики. По­
следовательное изучение тригонометрических функций как функций 
произвольного числового аргумента связано с именем замечательно­
го математика XVIII в. Леонарда Эйлера. Оно открыло дорогу самым 
широким применениям тригонометрических функций и вместе с тем 
соединило их изучение с изучением других функций, покончив с изо­
лированным положением тригонометрии внутри математики.

Вычисления в треугольниках — это истоки тригонометрических 
функций. Значение этих вычислений сохраняется до наших дней. По­
этому мы начнем изучение тригонометрии с того, что вспомним, как 
применяются синус, косинус, тангенс и котангенс для решения треу­
гольников.

В треугольнике три угла. Их можно измерять в градусах. Сумма 
углов треугольника равна 180° (рис. 144). Угол 90° называется прямым, 
меньший 90° — острым, больший 90° — тупым (рис. 145).

а  +  Р  +  у =  1 8 0 “  

Рис. 144 Рис. 145

В прямоугольном треугольнике отношения сторон не зависят от их 
длин, а зависят только от углов треугольника (рис. 146). Эти отноше­
ния называются синусом, косинусом, тангенсом и котангенсом.

а•

Ь

Рис. 146

Пусть а  — острый угол прямоугольного треугольника. Отношение противо­
лежащего ему катета к гипотенузе равно синусу угла а ,  отношение приле­
жащего катета к гипотенузе равно косинусу угла а .  Отношение противо­
лежащего катета к прилежащему равно тангенсу, прилежащего катета 
к противолежащему — котангенсу.
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Основные соотношения для прямоугольного треугольника 
(рис. 147):

а bsin а  = — ; cos а  =  -  ; 
с с
а btg а  =  -  ; ctg а  = -  ; 
b а

sin2а  + cos2 а  =  1 (теорема Пифагора);
sin a  cos а

„ , , ,  1£ а = ------ ; ctg а  =  - — ;гис. 147 cos а  sin а
tg а  ctg а  =  1 ; 

sin р  =  cos а ;  cos р  =  sin а ;  tg р  =  ctg а ;  ctg р  =  tg а .

Примеры
1. Равнобедренный прямоугольный треугольник. Его острые углы 

а  = р =  45° (рис. 148). Оба катета в таком треугольнике равны, и 
если их длины принять равными 1, то по теореме Пифагора, 
длина гипотенузы равна V2 . Поэтому

К
sin 45° =  cos 45° = ; tg 45° =  ctg 45° =  1.

Рис. 148 Рис. 149

Прямоугольный треугольник, у которого гипотенуза вдвое боль­
ше одного из катетов. Его острые углы — 30° и 60° (рис. 149). Ка­
тет, лежащий против угла 30° в таком треугольнике, в два раза 
меньше гипотенузы. Если его длину принять равной 1 (т.е. гипо­
тенуза равна 2), то другой катет, по теореме Пифагора, равен л/З. 
Поэтому
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В общем случае знание одной из сторон и одной из тригонометри­
ческих функций острого угла достаточно для вычисления всех эле­
ментов прямоугольного треугольника. Знание двух сторон (а значит, 
и третьей, по теореме Пифагора) достаточно для вычисления тригоно­
метрических функций углов прямоугольного треугольника.

Координаты вращающейся точки

Первоначально тригонометрические функции — синус, косинус, тан­
генс и котангенс — были введены нами для острых углов — углов пря­
моугольного треугольника. Определим эти функции для произвольно­
го числового значения аргумента, который пока обозначим буквой t, 
так как тригонометрические функции связаны с некоторым движени­
ем, зависящим от времени t.

Рассмотрим на координатной плоскости хОу единичную 
окружность, т.е. окружность единичного радиуса с центром в на­
чале координат. Обозначим через А точку единичной окружности 
с координатами (1,0) (рис. 150). Точку А будем называть начальной 
точкой. Возьмем произвольное число t. Повернем начальную точ­
ку на угол t. Получим точку на единичной окружности, которую 
обозначим Р,.

: COS t

y =  smf

1 л

Рис. 150 Рис. 151

Синусом числа t называется ордината точки Р,\ sin t = у.
Косинусом числа t называется абсцисса точки Р,: cos t = х 

(рис. 151).
Тангенсом числа t называется отношение ординаты точки Р, к ее

у
абсциссе: tg /=  —.

х
Котангенсом числа t называется отношение абсциссы точки Р, к ее 

♦ „ * ординате: ctg t=  —.
У
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Если угол t лежит в первой четверти, 
то абсцисса и ордината точки Р, являют­
ся длинами катетов треугольника OP,Q 
(рис. 152). В этом случае определения 
тригонометрических функций являют­
ся теми же самыми, какими они были 
для углов прямоугольного треугольника. 
В остальных четвертях значения три­
гонометрических функций также мо­
гут быть определены из треугольников, 

только при этом надо учитывать знаки координат точки Р, и связь угла 
t с острыми углами треугольника.

Периодичность

При изучении вращательного движения в качестве первого его свой­
ства мы назвали периодичность; пройдя полный оборот, вращающая­
ся точка займет то же положение, что и вначале:

Pt+2Kk = Pi (к е -4-
Тригонометрические функции определены с помощью координат 

вращающейся точки. Поэтому если для двух чисел / и / + 2кк поло­
жения вращающейся точки совпадают, то совпадают и значения всех 
тригонометрических функций от этих чисел:

sin (t + Ink) = sin t\ cos (t + 2лк) = cos t; tg {t + 2лк) = tg /; 
ctg (t + 2nk) = ctg t.

Функции, значения которых не изменяются при прибавлении к ар­
гументу какого-либо постоянного числа, называются периодическими 
функциями. Синус, косинус, тангенс и котангенс являются периодиче­
скими функциями.

Равенство sin (/ + 2л) = sin 1 верно при всех значениях t. Это 
означает, что число 2л является периодом синуса. Подставляя 
в это равенство вместо t число t + 2л, получаем цепочку равенств 
sin (/ + 2л + 2л) = sin (t + 2л) = sin t, т.е. равенство sin (t + 4л) = sin t 
также верно при всех значениях t. Аналогично, подставляя вме­
сто t число t — 2л, получаем тождество sin (t — 2л) = sin t. Так как
2л — период синуса, то и 2 ■ 2л, —2л, ... также являются его пе­
риодами. Точно так же всякое число вида 2лк (к е 2 )  являются 
периодом синуса.
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Однако 2 л выделяется тем, что это наименьший положительный 
период синуса. Аналогично, 2л — наименьший положительный пери­
од косинуса. В отличие от них 2л хотя и является периодом тангенса 
и котангенса, однако не наименьшим среди положительных периодов 
этих функций.

Знаки тригонометрических функций

Знаки тригонометрических функций определяются в зависимости от того, 
в какой четверти лежит рассматриваемый угол.

Синус числа t есть ордината точки Р,. Поэтому синус положите­
лен в первой и второй четвертях и отрицателен в третьей и четвертой 
(рис. 153).

Аналогично, косинус числа t как абсцисса точки Р, положителен 
в первой и четвертой четвертях и отрицателен во второй и третьей 
(рис. 154).

Знаки синуса Знаки косинуса

Ук Ук

Рис. 153 Рис. 154

Четность

Синус — нечетная функция: при всех t выполне­
но равенство sin (-t)  = -s in  t (рис. 155).

Косинус — четная функция: при всех Г выполне­
но равенство cos (—Г) =  cos t.

Действительно, для всякого значения t 
точки Р, и Р_, симметричны друг другу отно­
сительно оси абсцисс (свойство 4 вращатель- Рис. 155
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ного движения). У точек Р, и Р_, совпадают абсциссы (cos (—/) = cos /), 
а ординаты противоположны (sin (—/) = —sin /).

Тангенс и котангенс — нечетные функции

Действительно, известно, как эти функции выражаются через си­
нус и косинус:

у sin/ х  cos /tg '=  -  = ---- c tg /=  -  = ^ —,
x cost у sin/

Зная поведение синуса и косинуса при замене / на —/, получаем до­
казательство нечетности тангенса (и аналогично, котангенса):

„ И ) - * tg; . 
cos(-/) COS /

Простейшие тождества

Тригонометрические функции связаны между собой рядом тождеств. 
Основные тождества:
1. sin2/ + cos2/=  1; 4. tg / ctg / = 1;

2. tg /= -^ ^ - ;  5. l +  tg2/ = —
cost cos t

3. ctg t = ^ ^ - \  6. 1 + ctg 2/ = —^
sin/ ~ sin2/

Тождество 1 является следствием теоремы Пифагора. Тождества 2 
и 3 — это другая запись определения тангенса и котангенса, которую 
мы уже использовали раньше. Тождество 4 получается перемножением 
тождеств 2 и 3. Покажем вывод тождества 5:

, , , . , sin2/ cos2/ + sin2/ 11 + tg2/=  1 + — г  =-------- -------= — г .
cos / COS / COS /

Формулы приведения

Значения тригонометрических функций острых углов можно найти по 
таблицам или с помощью прямоугольного треугольника. Их вычисле­
ние для любого значения аргумента можно привести к вычислению

кзначений для аргумента / е S . Соответствующие формулы и на­
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зываются — формулы приведения. Они основаны на симметрии враща­
тельного движения.

Основные формулы:
1. sin (t + л) = —sin t, cos (/ + л) = —cos t.
2. sin (л — t) = sin t, cos (л — t) = —cos t.

3. sin j  = cos U cos [y  = s*n

Формулы 1 — это запись в координатной форме свойства 3 вра­
щательного движения, формулы 2 — свойства 5, а формулы 3 — свой­
ства 6.

Используя свойства периодичности, четности и формулы 1—3, 
можно привести вычисление синуса и косинуса любого числа к значе-

л л
нию t, лежащему между Ои — , т.е. к 0 < / < —. Поэтому формулы 1—3
называют формулами приведения.

Можно вывести и другие формулы приведения:

. ( п Л ( л Лsin —I-1 = cos /; cos — +1 = —sin t.

Доказательство:

sin |^  + / j  = sin (—o j  = cos (—/) = cos /;

cos j  = cos (—o j = sin (—t) -  —sin t.

Аналогично выведем формулы sin (^T + ̂ ) =  —cos ^
(Зп Л

COS I ~Y + t J ~ —sin

Формулы приведения для тангенса и котангенса получаются 
как следствие полученных формул для синуса и косинуса, на­
пример

( я Л/ ч cos —+ / t I я I v 2 J —sin/ctg - + H =  — — v = -------= -tg /.V2 ) . | л | cos tsinu+ J
Для применения формул приведения полезно запомнить следую­

щее правило.
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Название функции не меняется, если к аргументу левой части добавляется —л
или + я , и меняется, если добавляются числа ± — или ± — .
---------------------------------------------------------- 2---------- 2------------------------

К
Знак в правой части определяется знаком левой при 0 < t < — .

Примеры

1. Вычислить sin
6

4 1 Я . 5  тт • 4 1 л  • { с  5  1  • 5—— = 6я + — я. Далее, sin —— — sin 6л + - л  = sin - я  =
6 6 6 V 6 ) 6

. f л') . л 1 = sin л —  = sin — -
I 6)  6 2

« 82л ( 4лл1 4л ( л^ л 12. co s----  =cos 26л н---- =cos —  = cos л+ — = — cos— = — .
3 I 3 J 3 I 3 j  3 2

. 82л ( 2л^ f  2л 'j 2яА можно иначе: cos---- — cos 28л------= c o s ------- = cos —  -
3 I 3 J { 3 J 3

( 1— COS я -----= -------- .
I 3) 2 

Значения тригонометрических функций

Вычисление значений тригонометрических функций имеет длинную 
историю. Потребности точных астрономических наблюдений вызва­
ли к жизни появление огромных таблиц, позволяющих производить 
вычисления с четырьмя, пятью и даже семью (и более) знаками. На 
составление этих таблиц было потрачено много усилий. Сейчас, нажав 
на кнопку микрокалькулятора, можно моментально получить требуе­
мое значение величины с очень высокой точностью. С помощью ЭВМ 
нетрудно найти значения тригонометрических функций с еще боль­
шей степенью точности.

Известные нам свойства тригонометрических функций облегча­
ют вычисления и позволяют разумно использовать вычислительные 
устройства.

1. С помощью формул приведения вычисление значения тригоно­
метрической функции любого числа можно свести к вычисле­
нию функции от угла, лежащего в первой четверти.

2. Достаточно знать значение лишь одной из тригонометрических 
функций. С помощью основных тождеств и зная четверть, в ко­
торой лежат значения аргумента, легко найти значения осталь­
ных функций.
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Примеры

1. Пусть sin / = —  и Г лежит в третьей четверти.
Т  2 ,  , 5  • 2 ,  1 6  ,  4Тогда cosz t = 1 — sinz t=  — и cos t = ---- , так как косинус в тре-

25 5 3 4тьей четверти отрицателен. Получаем tg t = — и ctg / = у .

2. cos t = - ,  t e Зл

tg t = -2  %/2 ; ctg / = ■

; 2л

1

Получаем: sin t =

V2

i _ I =  - h d
9 3

2s[2 4
3. tg t = —10 и t лежит во второй четверти. Получаем: cos2 / = 

1 1
1 + tg2/ 101

И COS t — 1 10 ; sin t = tg t cos t —
VlM

10

№ ’

Таблица 2
Значения тригонометрических функций

t sin t cos t tg? Ctg /
0 0 1 0 —

л 1 V3 1 7з л/3
6 2 2 7 з  з

л 1 sj2 1 л/2 1 1
4 >/2 2 л/2 2

л 7 з 1 1 7з
3 2 2 л/з 3

л
1 0 0

2

Полезно помнить значения тригонометрических функций для 
углов двух прямоугольных треугольников: равнобедренного и тре-

. Эти значения обычно записы-угольника с углами 30° J и 60°

вают с помощью радикалов и при необходимости эти радикалы заме­
няют их приближенными значениями (%/2= 1,414..., лД= 1,7...). 
Сведем их в табл. 2, дополнив ее значениями тригонометрических

функций аргументов t = 0 и t = — .
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Решение простейших уравнений

Мы рассмотрели вопрос о вычислении значений тригонометрических 
функций. Решение уравнений приводит к обратной задаче — по значе­
нию функции найти угол. Для полного решения этой задачи необходи­
мо ввести обратные тригонометрические функции, изучение которых 
мы отложим на будущее.

Для решения некоторых особенно простых, но важных уравнений 
достаточно вспомнить определение тригонометрических функций с 
помощью координат точек единичной окружности.

Примеры
1. sin / = 0. Вращающаяся точка Р, имеет нулевую ординату в мо­

менты времени t = 0, л, 2л, ..., а также t = —л, —2л, ... В общем 
виде множество этих значений можно записать в виде t = nk 
(k е 2). Таким образом, решением уравнения sin t = 0 будут чис­
ла t= nk (рис. 156).
Запишем кратко ответы для решения еще нескольких уравне­
ний, которые вам предлагаются для самостоятельной проверки 
(к е Ж).

2. sin t=  1, t — ^  + 2пк (рис. 157).

3. sin t = — 1, t = — + Ink (рис. 158).

4. cos t=  0, t=  + nk (рис. 159).

5. cos t=  1, /=  2nk (рис. 160).
6. cos t = — 1, /=  л+ 2nk (рис. 161).

Рис. 156 Рис. 157 Рис. 158
Заметим, что все рассмотренные уравнения имеют бесчисленное 

множество решений. Они записываются в виде бесконечных серий 
с помощью переменной (в наших примерах — к), которая может при­
нимать любые целые значения.
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У,
л1

1 0 Я  х  = cos /

t =  2 ~ *  як

У,

Л И  »- Р"V
1 = 0 + 2 пк = 2 пк

Рис. 160

искать не все решения

X = cos I

Рис. 159

уравнения, а только те, которые лежат в определенном промежутке. 
Тогда решений обычно бывает конечное число (часто просто одно) 
и их можно перечислить.

Примеры
1. COS t = 0, t € [л, 2л].

В указанном промежутке ypai

cos t = 0 имеет одно решение t = Зл

.  . 1 л2. sin t=  -  , / е —, л 
2 1.2

Из рисунка 162 видно, что решение един- 
л 5лственно: t = л —  — — .

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова и выраже­
ния, появившиеся в этом параграфе: синус, косинус, тангенс, 
котангенс, периодичность, формулы приведения. Приведите 
примеры их употребления.

2. Дайте определение основных тригонометрических функций.
3. Какое число является наименьшим положительным периодом 

синуса и косинуса?
4. Определите знаки тригонометрических функций в зависимости 

от того, в какой четверти находится угол.
5. Что можно сказать о четности тригонометрических функций?
6. Какое вы знаете правило для запоминания формул приведения?
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7. Назовите значения тригонометрических функций для углов 30°, 
45°, 60°.

8. Какова область определения тангенса?
9. При каких углах котангенс угла не определен?
10. Значение sin t вам известно. Достаточно ли этого, чтобы найти 

значения других тригонометрических функций угла /?

§ 1 4  . Исследование тригонометрических 
функций

Основные свойства синуса и косинуса

При введении тригонометрических функций мы аргумент обозна­
чили буквой t, так как буквы х н у  обозначали координаты враща­
ющейся точки Р,. Сейчас при исследовании тригонометрических 
функций мы вернемся к обычным обозначениям: х — аргумент, 
у — функция.

Рассмотрим свойства функции у = sin х  и у = cos х.
1. Область определения. Синус и косинус числа х задаются как ко­

ординаты точки Рх, получающейся из точки (1,0) поворотом на 
угол х. Так как поворот возможен на любой угол, то

областью определения синуса и косинуса является множество всех веществен­
ных чисел, т.е. D = M.

2. Периодичность. Мы знаем, что 2л является периодом синуса 
и косинуса. Докажем, что

2л — наименьший положительный период синуса и косинуса.

Докажем это утверждение для синуса. Пусть число Т> 0 такое, 
что равенство sin(x + Т) = sinx выполняется тождественно. При 
х = 0 получим sin Т = sinO = 0. Есть лишь одно положительное 
число Т, меньшее 2л, для которого sin Т = 0 — это число Т = л. 
Следовательно, единственно возможным положительным перио­
дом синуса, меньшим 2л, является число л. Однако оно не являет­
ся периодом, так как sin(x + л) = —sinx (по формуле приведения), 
a (—sinx) не может быть равным тождественно sinx. Утверждение 
доказано.
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3. Участки монотонности. Проследим за характером изменения 
координат точки, движущейся по окружности. При х = 0 точка 
занимает положение Р0 (1, 0) (рис. 163). Пока она движется по 
окружности, оставаясь в первой четверти, ее абсцисса уменьша­

ется, а ордината увеличивается. При х = — точка займет поло­
жение Рг (0, 1). Итак,

2

в первой четверти синус (ордината) возрастает от 0 до 1, а косинус (абсцисса) 
убывает от 1 до 0.

Когда точка переходит во вторую четверть (рис. 164), ордината на­
чинает убывать и меняется от 1 до 0. Абсцисса становится отрицатель­
ной и растет по абсолютной величине — значит, косинус продолжает 
убывать от 0 до —1.

В третьей четверти синус становится отрицательным и убывает 
от 0 до —1 (рис. 165), а косинус начинает возрастать и изменяется 
от —1 до 0.

Наконец, в четвертой четверти синус возрастает от —1 до 0 и коси­
нус возрастает от 0 до 1 (рис. 166).

Рис. 165 Рис. 166
Составим таблицу 3 для определения монотонности синуса и коси­

нуса по четвертям.
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Таблица 3
Монотонность синуса и косинуса

Четверть
I 11 111 IV

sin /" \ \ /"
cos \ \ /"

4. Точки экстремума. Координаты вращающейся точки меняют­
ся между —1 и +1. Эти числа являются наименьшим и наиболь­
шим значениями синуса и косинуса. Если требуется указать аб­
сциссы точек экстремума, то надо решить уравнения sin х  = ± 1 
и cosx = ±1 (см. § 13).

5. Участки знакопостоянства и точки обращения в нуль. Эти во­
просы были нами также изучены в § 13. Мы повторим их еще раз 
при построении графика.

6. Множество значений. Синус и косинус принимают любые зна­
чения от —1 до + 1, так как являются координатами точки, дви­
жущейся по единичной окружности.

Графики синуса и косинуса

Для приближенного построения графика синуса — синусоиды можно 
поступить так. Разделим первую четверть на восемь равных частей и на

Гп 71столько же частей разделим отрезок 0; —

Удобно при этом сместить окружность влево (рис. 167). Перенесем 
проекции на ось у точек деления окружности (значения синуса) к со-

71

= [0; 1,57...] оси абсцисс.

ответствующим точкам деления отрезка | 0; — J . Получим точки, лежа­

щие на синусоиде, которые нужно плавно соединить и продолжить 
кривую дальше, пользуясь симметрией.

Будем строить график функции у  = sinjc, учитывая свойства си­
нуса.

71Мы получили график синуса на промежутке

sm (п )1 ■ 1Г 71

[ 2 ~ Х)1 = ч
l 2 + * J

0;- Так как

прямой х = —. Это позволяет построить график синуса на отрезке



ГЛАВА 3. ТРИГОНОМЕТРИЯ .  125

Рис. 167

Функция у = sin х  нечетна.

На графике это свой­
ство проявляется так — 
синусоида симметрична 
относительно начала ко­
ординат (рис. 168).

В оспользовавш ись 
нечетностью синуса, 
получим график синуса 
на отрезке [—л; 0] сим­
метричным отражением 
построенной части си­
нусоиды относительно начала координат.

Функция у =  sin х  имеет период 2п.

Так как отрезок [—к', л] имеет длину, равную периоду синуса, то 
график синуса на всей числовой оси можно получить параллельными 
переносами построенной кривой.

На графике это свойство отражается следующим образом: если 
мы разобьем ось х на отрезки длиной 2л, например точками —4л, 
—2л, 0, 2л, 4л, ..., то весь график разобьется на «одинаковые» части, 
получающиеся друг из друга параллельным переносом вдоль оси 
(рис. 169).

УА
1
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График синуса мы построили, воспользовавшись его свойствами. 
При этом к определению синуса мы обращались только при построе-

71нии графика на отрезке О;-

Построение графика на всей оси потребовало знания симметрии 
вращательного движения (формулы приведения, нечетность, пери­
одичность). После того как график построен, полезно вернуться к 
свойствам синуса и посмотреть, как они проявляются на графике.

Функция у = sin х  обращается в нуль при х = кк (к е _2).

На графике — это точки пересечения синусоиды с осью абсцисс.
Функция ^ =  sin дг положительна при 1кк < х < (2к  + 1)тг и отрицательна при
(2/с +  1)я < х < (2/с +  2)л (к е  7).________________________________________

Указанные отрезки соответствуют тем значениям угла х, которые 
лежат в первой-второй (где sin х  > 0) или третьей-четвертой четвертях 
(где sin л: < 0) (рис. 170).

71 71Функция у  = siruc возрастает при —  + 2як < х < — + 2пк и убывает
2 2

71 j Kпри — + 2лк < х < —  + 2пк. Точно так же указанные отрезки соответ­
ствуют четвертой-первой и второй-третьей четвертям.

Множеством значений функции у  =  sin х является отрезок [—1; 1].

Действительно, проекции движущейся точки Р на ось у заполня­
ют отрезок [—1; 1] (рис. 171). Следовательно, синусоида расположена 
в полосе — 1 < sin х < 1 и при этом проекции точек графика целиком 
заполняют отрезок [—1; 1] (рис. 172).

График косинуса можно построить так же, как и график синуса 
(рис. 173). Но возможен и другой путь. Формулы приведения показыва­
ют, что синус и косинус связаны между собой простыми соотношения­

ми. Воспользуемся, например, формулой cos х  = sin ^х + ̂  j . Эта форму­

ла показывает, что график косинуса получается сдвигом синусоиды на 
влево по оси дг (рис. 174).
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-1

Рис. 171 Рис. 172

Если аргумент умножать на число, то синусоида будет сжиматься 
или стягиваться по оси х (рис. 175). Если значения синуса умножить 
на число, то произойдет растяжение (сжатие) синусоиды по оси у 
(рис. 176).

Рис. 175
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Гармонические колебания

Гармоническое колебание — это процесс, который может быть описан 
функцией вида

у = A sin (сох + а).

Примеры
1. Колебания упругой пружины. Конец упругой пружины (точка Р; 

рис. 177) при ее сжатии или растяжении описывает колебатель­
ные движения. Если на прямой, по которой движется точка Р, 
ввести координату х  так, что в положении равновесия хР = 0 , от­
тянуть конец пружины в положительном направлении на рас­
стояние А и в момент времени t = 0 отпустить его, то зависимость 
координаты точки Р от времени t имеет вид х = A cos cof =

= A sin | со/ + — I, где со — некоторый коэффициент, характери­

зующий упругость пружины.

о

Рис. 177

Электрический колебательный контур. Рассмотрим электриче­
скую цепь, состоящую из последовательно соединенных кон­
денсатора и катушки индуктивности (рис. 178). Если эту цепь 
замкнуть накоротко и считать, что в ней есть некоторый запас
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энергии (например, ненулевой заряд в 
конденсаторе), то по этой цепи пойдет 
ток, напряжение U которого меняется со 
временем. При идеальном предположении 
отсутствия потерь в цепи зависимость Uот 
времени t имеет вид

С
-

L

Рис. 178
U= U0 sin (соt+ а),

где U0 — некоторая характеристика контура, которая вычисляется через 
параметры конденсатора и катушки. Константы Uo и а  зависят от со­
стояния цепи в начальный момент времени.

Таким образом, гармоническое колебание у = A sin (со/ + а) опреде­
ляется тремя параметрами: амплитудой Л > 0, угловой скоростью to > О 
и начальной фазой а. Часто вместо угловой скорости со говорят о ча­
стоте колебаний v, которая связана с угловой скоростью со (круговой 
частотой) формулой

Исследование тангенса

Если свойства синуса и косинуса мы получили, рассматривая свойства 
движения точки по окружности, то для исследования тангенса и ко­
тангенса поступим иначе.

По определению, тангенс числа х задается как отношение sin х 
к cos х. Рассмотрим свойства тангенса.

1. О б л асть  оп р ед ел ен и я  _______________________________________________
Областью определения функции

со — 2 я у .

Функция у периодична. Ее основной период равен

Т=
СО V

sinxy = tgx =
cosx

является множество всех действительных чисел, за исключением тех, 
в которых косинус обращается в нуль:
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2. П ер и од и ч н о сть  ________________________________________
Тангенс — периодическая функция с периодом л. 
п — наименьший положительный период тангенса и котангенса.

Проверим, что л является периодом этих функций:

. , . sinOc + л) —sinxtg(x + л) = — )----- ?- =--------= tgx.
cos (х + л) — COSX

Для котангенса доказательство проводится аналогично.
То, что л — наименьший период, доказывается легко: из тождества 

tg (х + 7) = tg х при х = 0 следует, что tg Т=  0, а л — наименьший по­

ложительный корень этого уровнения. Так как ctg х = —— , то анало­

гичное утверждение верно и для котангенса.

3. Н ечетно сть  __________________________________________________________
Тангенс — нечетная функция: tg (—д:) = —tg (дг)

4. Н ахож дение  нулей  __________________________________________________
Функция у = tg х обращается в нуль одновременно с синусом, т.е. при х = кп

5. З н а ки  ________________________________________________________________
Функция у = tg х положительна в первой и третьей четвертях и отрицательна 
во второй и четвертой (рис. 179)

Выберем для дальнейшего изучения тангенса какой-либо отрезок 
числовой оси с длиной, равной периоду, т.е. числу л. Можно было бы 
использовать отрезок от 0 до л, но это неудобно, так как внутри этого

отрезка есть точка х = — , в которой тангенс не определен. Лучше вы-

tg х

(к е 2).

2

Знаки тангенса и котангенса

6. М оно тон но сть  _________________
Тангенс возрастает в первой четверти.

+

о
+ да sin х, < sin х2 (возрастание синуса) и 

cos Х[ > cos х2 (убывание косинуса). Так как 
значения косинуса положительны, то, по 
свойству неравенств,Рис. 179
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1 1-----< -----
COSX, COS х 2

Умножив это неравенство на неравенство sin Х\ < sin х2 с положи­
тельными членами, получим tg x t < tg х2. Тангенс возрастает также

Ки в четвертой четверти. Действительно, пусть — — < Х\ < х2 < 0. Тогда
К0 < —х2 < —х, < — . Теперь числа (— и (—х2) лежат в первой четверти

и можно воспользоваться тем, что в первой четверти тангенс возрас­
тает: tg (—х2) < tg (—jci). Но так как тангенс — нечетная функция, то

tg (-*2) < ^  (-* 1) <=> -tg  х2 < -tg  х{ <=> tg хх < tg х2.

К лОт — — до 0 тангенс отрицателен и возрастает. Затем от 0 до — тан­
генс положителен и возрастает. Итак,

тангенс возрастает на отрезке ( п
r r i J '

7. О б л а сть  значений

Какие же значения принимает тангенс? Когда х возрастает от 0 до 

у  , тангенс возрастает. При этом, когда х приближается к ^  , значение 
sinх  близко к единице, а значение cos х  близко

sinx становитсяк нулю. Поэтому отношение
cosx

сколь угодно большим. То, что любое действи­
тельное число может быть значением танген­
са, видно из рис. 180.

Построим ось, параллельную оси ординат с 
началом в точке Р0. Возьмем на этой оси точку, 
соответствующую произвольно выбранному 
числу а. Соединим О са. Получим точку Р на 
окружности. Пусть х — число, лежащее на от-

(  71 л 'Резке | - - , - и такое, что cos х, sin х — координаты Р. Тогда tg х =

sinx а------ = — = а. Мы показали, что
COSX 1

областью значений тангенса является вся числовая ось Ж.
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8. Граф ик тан ген са

лНа отрезке I 0, — I график тангенса можно построить по точкам, 

учитывая, что тангенс строго возрастает, в нуле обращается в нуль,
Ка при приближении к — становится сколь угодно большим (рис. 181). 
2

Отразив построенную часть графика относительно начала коорди­
нат (тангенс — нечетная функция), получим график тангенса на от-

I ТС 71 |резке — , — (рис. 182). Для построения полного графика разобьем
V 2 2 /  f  _ \

I Л  Лчисловую ось на отрезки, перенося отрезок  ̂——, — 

л, 2л, Зл и т.д.

вправо и влево на

График тангенса распадается на отдельные, не связанные между со-
Кбой части. Это вызвано тем, что в точках — + кп (к е !Z) тангенс не 

определен (рис. 183).

Рис. 183



ГЛАВА 3. ТРИГОНОМЕТРИЯ .  133

Мы доказали, что тангенс возрастает на отрезке f — ^  j  . Можно 

ли сказать, что тангенс возрастает на всей области определения? Нет.

Достаточно посмотреть на график. Если x t = — , а х2 = —  , то tg jci = 1,
4 4

a tg х2 = — 1. Хотя Xi < х2, но tg х х > tg х2. Нарушение монотонности
лсвязано с тем, что между точками Х\ и х2 лежала точка х  = — , в кото­

рой тангенс не определен.
Однако верно, что тангенс возрастает на каждом отрезке, который 

целиком попадает в его область определения.

Котангенс

Свойства котангенса получаются также, как и свойства тангенса. Пе­
речислим кратко эти свойства, оставляя их доказательство для само­
стоятельной работы.

1. Функция у  =  ctg х  =
Sin JC
COSJC определена при х  * кп (к е _20 .

2. Функция у  = ctg х  периодична. Ее периодом является число п: ctg (х + п) = 
= ctgx.
3. Функция j' =  ctg х  нечетна: ctg (—х) = —ctg х.
4. Функция у = ctg х  обращается в нуль одновременно с косинусом, т.е. для 

х  = Y  + к к  (к  е 2).

5. Функция =  ctg .V поло­
жительна в первой и третьей 
четвертях и отрицательна во 
второй и четвертой.
6. Функция у = ctg х  убывает 
на отрезке (0, к). Перенося 
этот отрезок на кп, получа­
ем, что котангенс убывает на 
каждом отрезке (Ал, кп + п)
(к  е Щ .
7. Область значений котан­
генса — множество Ж всех 
действительных чисел.
8. График котангенса изобра­
жен на рис. 184.
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Контрольные вопросы и задания

1. Как определяются синус и косинус числа ft
2. Какова область определения синуса и косинуса?
3. В каких точках синус и косинус обращаются в нуль?
4. Как меняются знаки синуса и косинуса?
5. Каковы наименьшее и наибольшее значения синуса и косинуса?
6. Являются ли точки, в которых синус (или косинус) принимает 

наибольшее или наименьшее значения, точками экстремума?
7. Сколько точек экстремума имеет синус (косинус)?
8. Сколько раз принимает свое наибольшее (наименьшее) значе­

ние синус (косинус)? Чему оно равно?
9. Какому неравенству удовлетворяют все значения синуса (коси­

нуса)?
10. Каково множество значений синуса (косинуса)?
11. Можно ли сказать, что синус (косинус) является монотонной 

функцией?
12. На каких промежутках (в каких четвертях) синус (косинус) воз­

растает (убывает)?
13. Какова область определения тангенса (котангенса)?
14. Каков период тангенса (котангенса)?
15. В каких точках тангенс (котангенс) обращается в нуль?
16. Как меняются знаки тангенса (котангенса)?
17.Что можно сказать о монотонности тангенса (котангенса)?
18. Имеет ли тангенс (котангенс) точки экстремума?
19. Принимает ли тангенс (котангенс) наибольшее (наименьшее) 

значение?
20. Какова область значений тангенса (котангенса)?
21. Сколько раз принимает каждое свое значение тангенс (котан­

генс)?

§ 1 5 .  Формулы сложения

Основная формула

Тригонометрические функции связаны между собой многочисленны­
ми соотношениями. Одна их часть объясняется связью между коор­
динатами точки окружности (основные соотношения). Вторая часть 
тригонометрических соотношений связана с различными видами сим­
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метрии и периодичности в движении точки по окружности (формулы 
приведения). Третья часть тригонометрических формул, к изучению 
которой мы переходим, объясняется тем обстоятельством, что пово­
рот точки на угол а  + р можно составить из двух поворотов: на угол а  
и на угол р. Простые формулы, связывающие координаты точек Ра, Рр 
и Ра + р, называются формулами сложения.

Выведем формулы, выражающие sin (а ± р), cos (а ± р), tg (а ± р), 
ctg (а ± р) через тригонометрические функции углов а  и р. Оказыва­
ется, что достаточно вывести формулу для косинуса разности. Осталь­
ные формулы получатся как ее следствия.

Т еорем а . Косинус разности двух углов равен произведению косинусов 
этих углов, сложенному с произведением синусов:

cos (а — Р) = cos a cos р + sin a sin р.

Д о ка за те л ь ств о . Построим углы а и р е  помощью единичной 
окружности, т.е. нанесем точки Ра и Рр такие, что их радиус- 
векторы ОРа и 0 /jS образуют углы а и р е  положительным направ­
лением оси абсцисс. Угол между векторами ОРи и ОР̂  равен а  — р 
(рис. 185). Вычислим скалярное произведение этих векторов. По 
определению скалярного произведения, имеем ОРа ■ ОР{] = 
= |ОРа | • |ОРу | х cos (а — Р) = cos (а — р), так
как векторы ОР„ и ОР̂  имеют единичную 
длину. Теперь вычислим это же скалярное 
произведение с помощью координат: ОРа х 
х ОР̂  =  cos a cos р + sin a  sin р. Сравнивая 
результаты вычислений, получаем

cos (а — Р) = cos а  cos Р + sin а  sin р.
Рис. 185

Косинус суммы

Сумму а  + р запишем как разность а — (—р) и подставим в формулу для 
косинуса разности:

cos (а + р) = cos (а — (—Р)) = cos а  cos (—р) + + sin а  sin (—Р).
Воспользуемся тем, что cos (—р) = cos р (четность косинуса), 

a sin (—р) = —sin р (нечетность синуса). Тогда
cos (а + Р) = cos а  cos р — sin а  sin р.
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Синус суммы

Воспользуемся одной из формул приведения:

sin(a + Р) = cos^ —(a + р) j  = cosj^ — a  j  — р 

Теперь используем формулу для косинуса разности:

cos((̂  — a)- Р = COS(^_ a jcosP + sin̂  — a jsinP •
Окончательно

sin (a + p) = sin a cos p + cos a  sin p.

Синус разности

sin (a — p) = sin (a + (—P)) = sin a  cos (—P) + cos a  sin (—p) =
= sin a  cos p — cos a  sin p.

или окончательно

sin (a — p) = sin a cos p — cos a  sin p.

Пример
Вычислим sin 15°.
Представим 15° как разность 45° — 30°. Тогда sin 15° = sin (45° — 30°) =
■ к .  ■ 1 Л о л/2 V3 \ f l  1 y f l  . ГГ= sin 45 • cos 30 — cos 45 ■ sin 30 —------------------ = — (V3-1).

2 2 2 2 4

Тангенс суммы и разности

п  . / I о\ sin(a + р)По определению, tg (a + Р) = ---------— .
cos(a + р)

По формулам синуса и косинуса суммы имеем

. , sin a  cos Р + cos a  sin Ptg (a + P) = ---------- ------------- —.
cos a  cos p — sin a sin p

Разделив числитель и знаменатель этой дроби на cos a cos р, найдем
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Заменяя р на — р и пользуясь нечетностью тангенса, получаем

1 + tgatgp

Тригонометрические функции двойных углов

Формулы сложения являются одними из основных формул, связыва­
ющих тригонометрические функции. Из них можно вывести различ­
ные следствия. Полагая a  = р, получим тригонометрические функции 
двойных углов:

1. sin 2a = sin (a + a) = sin a  cos a  + cos a  sin a  = 2 sin a  cos a;
sin 2a = 2 sin a cos a.

2. cos 2a  = cos (a + a) = cos a  cos a  — sin a  sin a  = cos2 a  — sin2 a;
cos 2a  = cos2 a  — sin2 a.

Заметим, что в формуле для cos 2a можно заменить cos2 а  на 1 — sin2 a 
или sin2 a  на 1 — cos2 a. Получим две новые формулы:

cos 2a  = 1 — 2 sin2 a; 
cos 2a  = 2 cos2 a  — 1.

,  . » . , , 4 tga + tgP 2 tga3. tg 2a = tg (a + a) = —2-— ^ - =  -— ;
1 —tgatgP 1 — tg a

. ~ 2 tgatg 2a = ------—  •
1 —tg a

Тригонометрические функции половинного угла

Из формул двойных углов cos 2a = 2 cos2 a  — 1 = 1 — 2 sin2 a  можно 
получить формулы для синуса и косинуса половинного угла. Сначала 
запишем

cos2 a  = у (1 + cos 2a), sin2 a  = ^  (1 — cos 2a).

Затем в этих формулах подставим у  вместо а:

cos2 — = — (1 + cos a), sin2 — = — (1 — cos а);
2 2 2 2
a |l + cosa . a  11 —cosa cos — — ±. --------- , sin — = ±ч
2 V 2 2
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Для того чтобы правильно выбрать знак перед корнем, надо опре-
аделить, в какой четверти лежит угол — .

Тангенс половинного угла

Обилие тригонометрических формул связано с тем, что между основ­
ными тригонометрическими функциями — синусом, косинусом, тан­
генсом и котангенсом — есть соотношения, которые позволяют по- 
разному записать одно и то же выражение. Так, cos 2а можно выразить 
через cos а  и sin а: cos 2а = cos2 а  — sin2 а , а можно только через cos а  или 
только через sin а: cos 2а = 2 cos2 а  — 1, cos 2а = 1 — 2 sin2 а. Нетрудно при 
желании выразить cos 2а через tg а  (эту формулу мы получим далее).

Нельзя ли выбрать одну какую-то функцию и через нее выражать 
все остальные? Если в качестве такой функции взять синус, то во мно­
гих формулах появятся квадратные корни. Так, выражая sin 2а через 
sin а, находим

sin 2а = 2 sin а  cos а  = 2 sin а  (±Vl—sin2a ) .

Такие формулы неудобны. Оказывается, что все тригонометриче­
ские функции от аргумента (и от кратных этого аргумента) выражают­
ся через тангенс половинного угла рационально, без квадратных кор­
ней. Выведем эти полезные формулы.

XНапишем формулы двойного угла для исходного угла — :

.  . х х  , х .  ̂ х sin х  = 2 sin — cos — , cos x — cos2 -----sin2 —.
2 2 2 2

X  XПредставим число 1 в виде 1 = sin2 — + cos2 — и разделим на 1 пра­
вые части последних формул:

sinx:
2 s in ( j jc o s ( j

■21*1 2 X 
s i n  —  +  COS

C O S X  :

2) V 2

c“!| i  Ь‘”!й
. 2 X 2 f X sin — + C O S

2 )  \ 2
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Разделим числитель и знаменатель каждой дроби на cos2 — и заме-

sm

cosIf
2,g f  l - t f  f  

sinx = ------  , N ■ COSJC—4 IJ
Пользуясь этими формулами, функцию вида у = a sin х + b cos х + с 

можно представить в виде рациональной функции от tg у .

Пример
XПреобразовать функцию у = 2 sin х  + 3 cos х — 1 к функции от tg —:

2 tgy 1- t g 2^
2 sinx + 3 cos* — 1 — 2------+ 3------------— — I —

_ 4,6i  + 3 - 3 , g ^ - 1- , g ^  _

i * 2 X
1 + tg 2 

- 4 tg i  + 4 tg | + 2 2tg2i - 2 t g | - l  
=  ^ ± —  - ( - 2)  ^ ^ —  .

Преобразование суммы тригонометрических 
функций в произведение

Преобразуем сумму sin а  + sin р. Введем следующий искусственный
т. а  + Р а - р  _ а+Р а - Р  прием. Напишем тождества а  = —̂ J-  + — и р = —̂ ----- , заме­

ним а и р  выражениями, стоящими справа, в формулах для синуса 
суммы и разности:
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а - В ,  а + В . а - В , . а + В  а - В  а  + р
х cos ----- - +  cos ----- - s m ----- - +  s m ----- - cos ----- -—  cos ----- -- x

2 2 2 2 2 2
. a - B  . .  а + В  a - В 

x s m ----- — 2 s m ---- -  cos ------- :

sin a  + sin В = 2 sin a  + ̂  cos ——- ;  
H 2 2

sin a  — sin В = 2 sin ——-  cos a  + ̂  ; 
H 2 2

cos a + cos В = 2 cos a  + ̂  cos ——- ;  
f 2 2

cos a  — cos В = 2 sin a  + ̂  sin - ——. 
P 2 2

Преобразование произведения 
тригонометрических функций в сумму

Выпишем формулы сложения.

1. sin (a + р) = sin a cos р + cos a  sin p.
2. sin (a — p) = sin a cos p — cos a  sin p.
3. cos (a + p) = cos a cos p — sin a  sin p.
4. cos (a — p) = cos a  cos p + sin a  sin p.

Вычтем почленно равенство 3 из 4:

sin a  sin р = ^  (cos (a — p) — cos (a + p)).

Сложим равенства 3 и 4:

cos a  cos p = ^  (cos (a — p) + cos (a + P)).

Сложим два первых равенства:

sin a  cos a = ^  (sin (a + p) + sin (a — p)).

В этом параграфе рассмотрены различные тождества, связывающие 
тригонометрические функции. Все их запомнить трудно, и приходится 
обращаться к справочникам. Однако некоторые формулы, например, 
для синуса и косинуса двойного угла, вообще говоря, запомнить по­
лезно.
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Преобразование суммы тригонометрических функций в произве­
дение связано с возможностью вычислять эти суммы с помощью ло­
гарифмических таблиц. Для компьютерных вычислений такие преоб­
разования не обязательны.

Необходимость преобразования произведения в сумму объясняет­
ся иначе. С помощью этого преобразования можно объяснить явление 
модуляции в радиотехнике. В математике эти формулы нужны для ин­
тегрирования произведений тригонометрических функций.

Сложение гармонических колебаний

Как вы помните, гармоническое колебание описывается функцией 
вида у  = A sin (со/ +  а ) .

Необходимо научиться складывать колебания. В механике это свя­
зано с тем, что на точку может действовать несколько сил, каждая из 
которых вызывает гармоническое колебание. В электро- и радиотехни­
ке сложение колебаний также является одной из важнейших операций. 
Оказывается, что при сложении гармонических колебаний одной и той 
же частоты получается снова гармоническое колебание той же частоты. 
На математическом языке это означает, что сумма двух функций

у = R\ sin (со/  + щ), у = R2 sin (со/ + а2) 
есть функция того же вида:

у = R) sin (со? + а 3).

Достаточно научиться складывать функции вида у = R\ sin со/ 
и у = R2 co s  со/. Для их сложения применяется прием введения вспомо­
гательного угла. Итак, рассмотрим выражение y = Ri sin со/ + R2 cos со/. 
Оно похоже на формулу синуса суммы: sin (со/ + а )  = sin со/ cos а  + 
+ cos со/sin а .  Числа R\ и R2 нельзя считать косинусом и синусом, одна­
ко их можно разделить на число ^R? + R2 и тогда это будет возможно.

Введем угол а  с помощью соотношений: cos а  =
\2

sin а =

R2 X f R' )
2+ *2 )

> ,2 + л22 № 2+* 22J
\j R{ + R2 

-1 , то это возможно.

Тогда

R { sin со/ + R2 cos со/  =  д /л 2 + R rsinco/ + -
\j R\ + R2 JR ? + R. 

= Ri sin (со/ +  а ) ,  где Л3 =  -у//?2 + R2 .

Г cos со/
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Сумма двух колебаний с различными периодами не обязательно бу­
дет периодическим колебанием. Интересное явление происходит при 
сложении колебаний с различными, но очень близкими периодами. 
Рассмотрим, например, сумму функций у х = sin с0[Г и у2 = sin w2t, где со( 
и со2 близки друг к другу. Складывая синусы, получим у х + у2 =

(0, -  со.  . со, + со, со, — 2 sin —---- - /cos — -со2 со, +со2 —- Г.Таккаксо1*со2,то —---- - 5ЮЬа 0.

Поэтому cos ——— t « 1 при маленьких значениях / и у х + у2 * 2ух. Од­

нако с ростом 1 множитель 2 cos со, -  со, t будет убывать. «Ровное» гар­
моническое колебание типа у, заменится «биением», график которого 
изображен на рис. 186. Можно представить, что биение — это колеба­
ние, амплитуда которого медленно (и тоже периодически) меняется. 
Явление биения можно наблюдать при наложении звуков близкой ча­
стоты, при измерении значений океанских приливов, которые вызы­
ваются наложением двух периодических процессов с близкими, но 
различными периодами, — притяжением Солнца и притяжением 
Луны.

Разложение на гармоники

Чистый звуковой тон представляет колебание с некоторой постоянной 
частотой. Музыка, которую мы слышим, — это наложение различных 
чистых тонов, т.е. сложение колебаний с различными частотами. Пре­
обладание звука той или иной частоты (например, низких звуков или 
высоких) связано с амплитудой соответствующих колебаний. Это раз­
ложение звуков на чистые тона часто встречается при изучении раз­
личных колебательных процессов.

Можно сказать так — простейшие гармонические колебания яв­
ляются теми кирпичиками, из которых можно сложить любое коле­
бание. На языке математики это означает, что любую периодическую 
функцию можно представить с наперед заданной точностью как сумму 
синусов.
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Этот замечательный факт был обнаружен еще в XVIII в. Д. Бернул­
ли при решении задачи о колебании струны. Это показалось удиви­
тельным и невозможным по отношению к любой функции даже та­
кому гениальному математику, как JI. Эйлер (автор всей современной 
символики тригонометрии). Систематически разложения периодиче­
ских функций в сумму синусов (или, как говорят, на гармоники) из­
учал в начале XIX в. французский математик Ж. Фурье. Их так теперь 
и называют — разложения (или ряды) Фурье.

В качестве примера на рис. 187 изображено приближение к перио­
дической функции у = {х} в виде суммы нескольких гармоник. Разло­
жение произвольного периодического сигнала на гармоники является 
главным математическим аппаратом радиотехники.

Дробную часть числа х обозначают {х}. Например, {1,7} = 0,7; 
{15} = 0; {—3,2} = 0,8. Функция у = {х} является периодической с пе­
риодом Т — 1 (рис. 188).

Контрольные вопросы и задания

1. Чему равен косинус разности двух углов?
2. Как, зная формулу для косинуса разности, вывести другие фор­

мулы сложения?
3. Приведите все известные вам формулы для косинуса двойного 

угла.
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4. Через какую функцию все тригонометрические функции выра­
жаются с помощью рациональных формул?

5. Какой искусственный прием применяется для вывода формул 
для суммы и разности синусов и косинусов?

6. Какой формулой можно задать гармоническое колебание?
7. Чему равна амплитуда суммы двух гармонических колебаний 

одной и той же частоты?
8. Какая функция называется периодической?
9. Приведите примеры периодических функций с периодом Т=  1. 
10.Что можно сказать о периодичности суммы периодических

функций?

§ 16. Тригонометрические уравнения

Уравнение s in x  = а

Простейшими тригонометрическими уравнениями считают уравне­
ния вида sin х = a, cos х = a, tg х = a, ctg х = а.

Как уже известно, область значений синуса — отрезок [—1, 1]. Если 
|а| > 1, то уравнение sin х = а решений не имеет. Пусть теперь |а| < 1. По­
строим на одном рисунке графики у = а и у = sin х.

На рисунке 189 видно, что прямая у = а пересекает синусоиду бес­
конечно много раз. Это означает, что при |а| < 1 уравнение sinx = а име­
ет бесконечно много корней. Так как синус имеет период 2л, то доста­
точно найти все решения в пределах одного периода. По графику (см. 
рис. 189) видно, что при |а| < 1 на отрезке [0, 2л] есть два числа, синус 
которых равен а.

То же самое можно получить, рассматривая движение точки по 
окружности: в пределах одного оборота найдутся два угла с одинако­
выми значениями синуса.
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Если один из таких углов а, то другой к — а. Все другие решения 
уравнения sin х = а (|а| < 1) получаются из двух найденных прибавле­
нием периода.

Итак, пусть а — какое-либо решение уравнения sinx = а (|а| < 1). Тог­
да все решения этого уравнения получаются по формулам (рис. 190). 

х = а + 2кл, х = п — а + 2кп (к е %).

Эти две серии решений указаны на графике и иногда записываются 
одной формулой

х — (—1)яа  + пп (и е Т).

Пример

Решить уравнение sin х = —.

Одно решение этого уравнения: х = ^  . Все остальные решения по-
6

лучаются по формулам

х = — + 2ки и х = л: — — + 2ки = — + 2кп (к е 7).
6 6 6

Арксинус

Как мы уже выяснили, уравнение sin х = а при |а| < 1 имеет бес­
конечно много решений. Для одного из них имеется специальное 
название — арксинус.

Пусть число а по модулю не превосходит единицы. Арксинусом числа а назы­

вается угол х, лежащий на отрезке [ Л 71 

~ 2 ’ 2
, синус которого равен а.

Обозначение: х = arcsin а.
Итак, равенство х = arcsin а равносильно двум условиям: sin х = а 

и < х < у . Обратим внимание на то, что arcsin а существует лишь 
если \а\ < 1.
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Примеры
Л Л 

2 ’ 2
и sin 0 = О.

2. arcsin

3. arcsin

1. arcsin 0 = 0. Действительно, 0 е
1 _ л
2 = 6

1Л _ л
2 J 6 '

Теперь решения уравнения sin х = а (при |а| < 1) можно представить 
формулами

х = arcsin а + 2пк и х  = л — arcsin а + 2кк (к е У) 
или в виде одной формулы

х = (—1)* arcsin а + кк (к е 2).
Отметим некоторые тождества:
1. sin (arcsin а) = а. Действительно, согласно определению, 

arcsin а — это такой угол х, что sin х = а, т.е. sin (arcsin а) = а.
л лЗдесь не использовано условие arcsin а е

л л2. arcsin (sin х) = х, если х  е
2 2

2 2 _

. Действительно, обозначим

sin х через а. Тогда тождество превратится в определение аркси-
л л 
2 ’ 2 _

ражение arcsin (sin х) имеет смысл при любом х, однако при х $.
л л

нуса: arcsin а = х, если х е и sin х = а. Заметим, что вы-

2 2
оно не равно х.

3. arcsin (—а) = —arcsin а. Действительно, синусы от правой и левой 
частей равны sin (arcsin (—а)) = —а и sin (—arcsin а) — —sin (arcsin а) — 
= —а. В то же время правая часть — это угол, лежащий в пределах 

л л
2 2

. Поэтому левая и правая части равны между собой.

Уравнение co sx  = a

Также как и в предыдущем случае, получаем, что при \а\ > 1 уравнение 
cos х = а решения не имеет, при |а| < 1 решений бесконечно много.

Если а — какое-либо решение уравнения cos х  = а, то —а  также 
является решением (cos а = cos (—а)). По графику (рис. 191) или на 
тригонометрическом круге видно, что в пределах одного периода урав­
нение cos х  = а имеет два решения при |а| < 1.
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Если а — одно решение уравнения cosx = а, то все решения исчер­
пываются двумя сериями:

х = а + 2кп, х — —а + 2лк (к е 2).

Эти серии обычно записывают в виде одной формулы

х = ± а  + 2лк (к е 2 ).

Пример

Решить уравнение cos х  = — .
2 2

Одно решение находится легко: х  = — л. Все остальные решения
1 2 3 уравнения cos х = — - : х  = ± - л  + 2кп (к & 2 ) .

Арккосинус

Так же как и для синуса, выделяется одно определенное решение урав­
нения cos* = а, которое называется арккосинусом.

Пусть а — число, по модулю не превосходящее единицы. Арккосинусом числа 
а называется угол х, лежащий на отрезке [0, л], косинус которого равен а.

Обозначение: х = arccos а.
Равенство х = arccos а равносильно двум условиям: cos х 

и 0 < х < л. Арккосинус числа а существует лишь при — 1 < а < 1.
= а

Примеры

л 1 лarccos 0 = — , arccos -  = — , arccos
2 2 3

Решение уравнения cos х = а |а| < 1 можно записать в общем виде: 
х = ±arccos а + 2лк (к е 2).
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По каким причинам для значений арксинуса был выбран отрезок 
К к—, — , а для арккосинуса — [0, я]? Выбраны эти отрезки, так как

на них, во-первых, синус и косинус принимают все возможные зна­
чения от —1 до 1 и, во-вторых, каждое значение принимается ровно 
один раз. Отрезков, удовлетворяющих этим условиям, бесконечное 
множество, но при этом выбраны отрезки, «наиболее близкие к 
нулю».

Для арккосинуса можно вывести ряд тождеств.
1. cos (arccos а) = а. Это часть определения арккосинуса.
2. arccos (cos х) = х, если х  е [0, л]. Обозначим cos х = а. Полу­

чим определение арккосинуса: arccos а = х, если х  е [0, л] 
и cos х = а.

3. arccos (—а) = л — arccos а.
Вычислим косинус от обеих частей этого равенства, используя пер­

вое тождество:

cos (arccos (—а)) — —а, 
cos (л — arccos а) — —cos (arccos а) — —а.

Если равны косинусы двух чисел, то это еще не означает, что рав­
ны сами числа. Проверим, что правая часть лежит на отрезке [0, л]. 
Так как левая часть тоже лежит на этом отрезке, то из равенства ко­
синусов двух чисел теперь уже будет следовать равенство самих чи­
сел, так как на отрезке [0 , л] косинус принимает каждое значение 
ровно один раз.

Итак, надо доказать, что л — arccos а е [0, л]. Действительно, 
arccos а е [0, л], — arccos а е [—л, 0], л — arccos а е [0, л], что и требо­
валось доказать.

Решение уравнений tg х  = а и ctg х  = а

Область значений тангенса (котангенса) — вся числовая ось Ik. Поэто­
му уравнения tg х = а и ctg х = а имеют решения при любом а. В пре­
делах одного периода (а он равен л) тангенс и котангенс принимают 
каждое значение ровно один раз. Поэтому если известно одно реше­
ние уравнения tg х = а и ctg х = а, то все остальные получаются при­
бавлением периода:

tg х = а => х  = а  + kn, ctg х = а => х = а + кл (к е Ж), 
где а — какое-либо решение соответствующего уравнения.
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Примеры
Решите уравнения:

1. tgx = 1, х = — + кп (к е Ж).
4

2. ctg х = — , х  = — j  + кп (к е Ж).

Арктангенс и арккотангенс

Определения арктангенса и арккотангенса аналогичны определениям 
арксинуса и арккосинуса.

Арктангенсом числа а называется угол х е y j  > тангенс которого ра­

вен а.
Арккотангенсом числа а  называется угол х  е  ( 0 ,  тс), котангенс которого ра­
вен а.

Обозначения: х  = arctg а, х  = arcctg а.

Примеры

71 71 З т сarctg 0 = 0 , arcctg 0 = — , arctg (—1) —---- , arcctg (—1) — — .
2 4 4

При решении уравнений функции arctg х, arcctg х используются 
так:

tg х  = а <=> х = arctg а + кп (к е Ж); 
ctg х = а <=> х = arcctg а + кп(к  е Ж).

Основные тождества
1. tg arctg а = a, ctg arcctg а =  а.

( ТС ТС |
2. arctg (tg х) = х, если х  е I ——, — I; arcctg (ctg х) = х, если х е (0, л).

3. arctg (—х) = —arctg х; arcctg (—х) = л — arcctg х.
Мы привели простейшие тригонометрические уравнения. Более 

сложные тригонометрические уравнения обычно решаются сведением 
их к простейшим с помощью различных алгебраических и тригономе­
трических формул и преобразований. Рассмотрим некоторые приемы 
решения тригонометрических уравнений.
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Уравнения,алгебраические относительно 
одной из тригонометрических функций

Примеры
1. Решить уравнение 2 sin2* + 3 sinx — 2 = 0.

Это уравнение является квадратным относительно sin х. Его

корни: sin х = ^  , sin х = —2. Второе из полученных простейших
уравнений не имеет решений, так как | sinx| < 1, решения первого 
можно записать так:

х =  J  + 2кп,х = к -  J  + 2пк= Ц- + 2л £ ( £ е 2).
6 6 6

Если в уравнении встречаются разные тригонометрические 
функции, то надо пытаться их заменить на какую-нибудь одну, 
используя тригонометрические тождества.

2. Решить уравнение 2 sin2 х  — 5 cos х — 5 = 0.
Так как квадрат синуса легко выражается через косинус, то, за­
меняя sin2* на 1 — cos2 х  и приводя уравнение к квадратному от­
носительно cos х, получим 2(1 — cos2 х) — 5 cos х  — 5 = 0, т.е. ква­
дратное уравнение 2 cos2 х + 5 cos х + 3 = 0, корни которого

3 3cos х = — 1, cos х = — - . Уравнение cos х = — — решений не имеет.
Решения уравнения cos х = — 1 запишем в виде х = л + 2кп
(k e Z ) .

3. Решить уравнение tg х + 3 ctg х = 4.

Заменяя ctg хна —  и приводя выражение к общему знаменате- 
tg*

лю, получаем квадратное уравнение tg2x — 4 tg х + 3 = 0, корни
Ккоторого tg х = 1, tg х = 3, откуда х = — + кп, х = arctg 3 + кк
4

(ке%).
4. Решить уравнение 2 sinx + cosх = 2.

Если в этом уравнении заменим косинус на синус (по аналогии с 
предыдущими примерами) или наоборот, то получим уравнение 
с радикалами. Чтобы избежать этого, используем формулы, вы­
ражающие синус и косинус через тангенс половинного угла:

. Ч!)smx = ------ , \  и cosx = -----
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Делая замену, получаем уравнение относительно tg^ :

4tg—+ 1 —tg — = 2 1 + tg

Квадратное уравнение 3tg2——4tg—+ 1 = 0 имеет корни tg— = 1,
2 2 2

X 1 X  Л , , Я  , , ,  J t  1 , ,tg— = -  , откуда — + Ал <=> x = — + 2/сл: — -  arctg -  + kn <=>
2 3 2 4 2 2 3

х = 2 arctg + 2лk (k s Ж).
Это же уравнение можно решить другим способом, вводя вспо­
могательный угол:

2 sinx + cosх = \[5\ -4 =sinx + -|=cosx ].
{у/5 V5 J

2
Пусть а  = arccos —=. Тогда можно продолжить преобразование: 

у/5
2 sin х + cos х = -\/5 sin (x + а). Получаем простейшее уравнение

2
л/5 sin (х + а) = 2 , т.е. sin (х + а) = —j=, откуда х + а  =

\J5
2 2— arcsin —= + 2kn, или х + а  = л — arcsin —= + 2кк.

75 V5
Ответ получился в другом виде, однако можно проверить, что ре­

шения на самом деле совпадают.
При замене синуса и косинуса на тангенс половинного угла может 

произойти потеря корней. Это связано с тем, что при х = л не суще­

ствует tg —. Поэтому при использовании указанной замены надо про­
верять, не являются ли углы х, при которых cos х = — 1 (a sin х = 0), ре­
шениями уравнения.

П ример

3 sinx — 4 cosx = 4.
х х  4Переход к tg — дает уравнение tg — = —, но при этом теряются

решения уравнения cos х = — 1, которые тоже являются корнями 
исходного уравнения.
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Понижение порядка уравнения

Формулы удвоения

sin 2* = 2 sin * cos х, cos 2х = cos2* — sin2*, 

cos2* = у (1 + cos 2х), sin2* = ^  (1 — cos 2*)

позволяют квадраты синуса, косинуса и их произведения заменять ли­
нейными функциями от синуса и косинуса двойного угла. Такие заме­
ны делать выгодно, так как они понижают порядок уравнения.

Примеры

1. Решить уравнение cos 2х + cos2* = - .
4

Можно заменить cos 2х на 2 cos2* — 1 и найти квадратное урав­
нение относительно cos *, но проще заменить cos2 *

на у (1 + cos 2*) и получить линейное уравнение относительно 
cos 2*.

2. Решить уравнение sin4 * + cos4 * = .
Подставляя вместо sin2 *, cos2 * их выражения через cos 2*, 
получаем:

-  (1 — cos 2*)2 + — (1 + cos 2*)2 — — ;
4 4 81

1 — 2 cos 2* + cos2 2* + 1 + 2 cos 2* + cos2 2* = 4 • — ;
81

cos2 2* = 2 ■ — — 1, cos2 2* = — , cos 2* = ± — ;
81 81 9

_ i 7 . 1  7 k iz  f
2* = ± arccos -  + 2k7i, * = ± — arccos -  + —  (k e  Ж).

9 2 9 2

Использование тригонометрических формул 
сложения и следствий из них

Иногда в уравнениях встречаются тригонометрические функ­
ции кратных углов. В таких случаях нужно использовать формулы 
сложения.
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Примеры
1. Решить уравнение sin х + sin 2х + sin Зх = 0.

Сложим два крайних слагаемых: (sin х  + sin Зх) + sin 2х = 0, от­
куда 2 sin 2х cosx + sin 2х = 0, sin 2х(2 cosx + 1) = 0. Тогда sin 2х = 0,

1 22х - кп, х=  —кп или 2 cosx = — 1, х = ± — п + 2кп (к е Ж).
2. Решить уравнение sin Зх sin 5х = sin х sin 7х.

Преобразуем произведение синусов в сумму:

у (cos 2х — cos 8х) = ^  (cos 6х — cos 8х),
откуда cos 2х = cos 6х. Полученное уравнение можно решить раз­
ными способами: 1) использовать формулы сложения; 2) преоб­
разовать cos 6х — cos 2х в произведение. Удобнее воспользоваться 
условием равенства косинусов двух углов 2х и 6х: 6х = ± 2х + 2пк 
(к е Ж). Получаем два уравнения:

6х = 2х + 2пк, Ах - 2пк, х = ^  кп,

6х = —2х + 2кп, 8х -  2кп, х=  — кп.
4

Проверьте, что решения второй серии содержат в себе все реше­
ния первой серии. Учитывая это, ответ можно записать короче:

х = —  (к еЖ).
4

Однородные уравнения

Рассмотрим уравнение sin2 х — 5 sin х cos х + 6 cos2 х = 0. Если считать, что 
sinx и cosx — члены первой степени, то каждое слагаемое имеет степень 2.

Уравнение, в котором каждое слагаемое имеет одну и ту же степень, называ­
ется однородным.

Его можно решить, выполнив деление на старшую степень сину­
са (или косинуса). Делим наше уравнение на cos2 х. Заметим: если в 
данное уравнение подставить cos х = 0, то получим sin х = 0, что невоз­
можно, значит, в результате деления на cos2 х не будет потери корней. 
Продолжая решение, находим:

sin2x c sinx ,  n . , . с n *5------+ 6 = 0, tg2x — 5 tgx + 6 = 0, tgx = 2, tgx = 3,2
COS X  c o s x

x = arctg 2 + kn, x = arctg 3 + кп (к e Ж).



154 .  МАТЕМАТИКА

Так как 1 = sin2* + cos2*, то постоянные слагаемые можно считать 
членами второй степени.

Пример
5 sin2* + 3 sin * cos * = 4.
Заменяя 4 на 4(sin2* + cos2*), получаем: sin2* + 3 sin * cos * —

— 4 cos2* = 0, tg2* + 3 tg* — 4 = 0, tg* = 1, tg* = —4, * = — + kn,
4

x — —arctg 4 + kn (k e 2 ).

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова и выражения, 
появившиеся в параграфе: арксинус, арккосинус, арктангенс, 
однородное уравнение. Приведите примеры их использования.

2. Что такое arcsin а?
3. Какие тождества для арксинуса вы знаете?
4. При каких а определен arcsin а?
5. Какие значения принимает arcsin а?
6. Сформулируйте вопросы, аналогичные 2—5 для arccos а и arctg а, 

и дайте на них ответы.
7. Сколько решений имеют простейшие уравнения типа sin * = а, 

cos * = a, tg * = a, ctg * = а?
8. Как, зная одно из решений простейшего тригонометрического 

уравнения, найти все его решения?
9. Какими формулами выгоднее пользоваться при решении триго­

нометрических уравнений и почему?
10. Придумайте несколько различных способов решения уравнения 

sin* + cos*= 1.



ГЛАВА 4
КОРНИ, СТЕПЕНИ И ЛОГАРИФМЫ

§ 1 7 .  Преобразование выражений, содержащих 
корни, степени и логарифмы

Корни

Извлечение корня — это операция, обратная операции возведения в степень. 
Корнем п-й степени из числа а называется такое число Ъ, п-я степень которого 
равна а: Ь — корень л-й степени из а <=> Ьп = а.

Примеры
1. Так как 26 = 64, то число 2 является корнем 6-й степени из числа 

64.
2. Равенства (—З)3 = —27, (—5)4 = 625 можно прочесть так: число —3 

является кубическим корнем из —27, —5 является корнем чет­
вертой степени из 625.

Если число п четно, то равенство Ь" = а возможно лишь при а > О, 
так как любое число в четной степени положительно. Это означает, что 
корней четной степени из отрицательных чисел не существует.

Если b" = а, то {—Ь)п = а, так как четная степень «минус единицы» 
равна «плюс единице». Это означает, что если b — корень четной сте­
пени из числа а, то и (—Ь) есть корень той же степени из числа а.

Если п нечетно, то корень п-й степени можно извлечь из любого 
числа. В равенстве Ь" = а при нечетном п числа а и b имеют одинаковые 
знаки, поэтому корень нечетной степени из положительного числа по­
ложителен, а из отрицательного — отрицателен.

При нечетном п корень п-й степени из числа а извлекается един­
ственным способом. Он и обозначается с помощью радикала:

Ь" = а <=> = л/а.
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Можно записать: Ц-21 = -3 , 2 = 2, !V-1 = -1 , Щ  = 0 . При чет­
ном п корень л-й степени можно извлечь только из неотрицательного 
числа, но при этом есть два корня «-й степени из положительного чис­
ла а: положительный и отрицательный. С помощью радикала четной 
степени обознаются положительный корень.

Примеры
Ш  = 2, ^1 = 1, V(2 —V5)2 = 7 5 - 2 ,  | / 0=0.
Итак, корней четной степени из положительного числа а суще­
ствует два: один (положительный) %/я , а другой (отрицатель­
ный) -%/а ■
Положительный корень я-й степени из положительного числа
а, т.е. '-ifa , называют арифметическим корнем п-й степени.

Свойства радикалов:

1. (пМ =а-, 4. а
\~ь~

yja
w ;

2. yfab = y/ay/b; 5. с М
3. и 6. Ф/а = пЦа .

Если показатель я радикала четный, то считается, что под знаком 
радикала стоит положительное число. Доказательство всех свойств ра­
дикалов проводится по одной и той же схеме.

Примеры
1. yfab = y[atfb. Вспомним, что такое tfab . По определению, это 

такое число, п-я степень которого равна числу ab, причем если п 
четно, то это число положительно. Проверим, что этим свой­
ством обладает правая часть. Возведем в степень число yfatfb , 
пользуясь известным свойством степени: ф п4 ь у  = ф ) пф ) п = 
= ab. При четном п каждый множитель у/а и y/b положителен, 
поэтому и Z[an4b положительно.

2. ф/а = ns[a. Возведем число ф/а в степень пк, пользуясь из­

вестным свойством степени: (Ф/а)пк ={(ф/а)п) = (у/а)к =а.
Полученное равенство означает, что число ф/а является кор­
нем степени пк из числа а. Если число пк четно, то, по условию, 
число а положительно, а тогда являются положительными числа
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Преобразования радикалов приходится делать над выражениями, 
которые содержат отрицательные числа. При этом надо соблюдать 
осторожность, в частности следить за знаками перед радикалами чет­
ной степени.

Примеры
1. Выражение имеет смысл при любом значении а, так как 

под корнем стоит число а2 > 0. Однако при сокращении показа­
телей надо учесть знак а: если а > 0, то л/о  ̂= 1[а , если же а < 0, 
то = -2fa . В частности, /̂(3 — л)2 = %/3 —л (или ->/3-л ).

2. Выражение л/о” при четном п имеет смысл при любом значе­
нии а. При этом если а > 0, то л/о" = а , еслиже а < 0, то л/а" = -а. 
Можно использовать знак модуля и записать (при четном п)

Извлечение корня п-й степени всегда считалось трудной вычис­
лительной задачей — уже алгоритм извлечения квадратного корня 
вручную достаточно сложен и плохо запоминается. На современных 
микрокалькуляторах обычно есть операция извлечения квадратного 
корня. Корни более высокой степени вычисляются как значения по­
казательной функции у = (Iх при рациональных значениях х.

Степени

Наша задача — определить степень аь при любом значении Ь. Будем 
считать, что основание степени — число а > 0.

Понятие степени строится постепенно. Сначала надо вспомнить, 
что такое степень с натуральным показателем, т.е. рассмотреть случай, 
когда b — натуральное число. Запись 210 мы понимаем как произве­
дение десяти одинаковых множителей, каждый из которых равен 2. 
В общем виде, если Ь = п — натуральное число, запись а" означает про­
изведение п множителей, каждый из которых равен а:

а" = аа...а •
п раз

Если b — отрицательное целое число, то его можно записать в виде 
Ь = —п, где и — натуральное число. Тогда
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Если b = 0, то аь принимается равным единице:

а° — 1.

Итак, мы определили степень с произвольным целым показателем. 
Рассмотрим случай, когда b — рациональное число. Его можно запи­

сать в виде дроби Ь = —, где т — целое число, и — натуральное число. 
п

Определим степень аь с помощью корня:

Степень с произвольным вещественным показателем b определяет­
ся следующим образом. Для числа b выбирается последовательность 
рациональных чисел Ьь Ь2, ..., Ьп, задающая приближение числа b 
с любой степенью точности. Строится последовательность степеней 
с рациональными показателями: eft , abl, ab", ... Оказывается, эта 
последовательность задает приближение некоторого числа с с любой 
степенью точности. Это число с называется степенью аь.

Таким образом, мы определили степень аь положительного основа­
ния а с любым показателем Ь.

1. Степень числа с натуральным показателем имеет смысл не толь­
ко для положительного, но и для любого основания, так как эта 
степень определяется с помощью операции умножения, а умно­
жать можно любые числа. Поэтому имеют смысл равенства

и др. Степень с целым отрицательным показателем может быть 
определена для любого числа, кроме нуля, так как ее вычисле­
ние сводится к операциям умножения и деления. Определение 
же степени с рациональным показателем требует операции из­
влечения корня, которая выполнима, как правило, только для 
положительных чисел. Поэтому мы с самого начала считаем 
основание положительным числом.

2. Определение степени с рациональным показателем основано на
понятии корня п-й степени из числа: ат п = у[а" . Из-за того, что 
одно и то же рациональное число может быть записано в виде

5
(-3 )3 = (-3) • (-3) ■ (-3) = -27, (-1)1»» = 1,
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ся, что будет различным определение степени ( а2'3 = л /?  ,
а4 6 = %/а̂  и т.д.). Однако по свойству корней, "у]атк = у[а" , по­
этому на самом деле определение степени с рациональным по­
казателем не зависит от того, в виде какой дроби записан этот 
показатель.

3. Вычисление степени с иррациональным показателем делается 
приближенно. Сначала мы задаем приближения к числу b с по­
мощью рациональных чисел, затем вычисляем степени с рацио­
нальным показателем. У нас остался невыясненным вопрос: зная 
погрешность приближения числа b с помощью рационального 
числа Ьк, как оценить погрешность приближения аЬк к числу а*?

Свойства степеней

1. ablabl =abl+h.

2. ?-- = ab'~b2. 
а”2

3. (а*1)*2 =о*А .

Для рациональных значений показателя эти свойства сводятся 
к свойствам радикалов. Докажем, например, первое свойство для ра­
циональных положительных показателей.

Пусть 1\ = — , b2 = — . Приведем эти дроби к общему знаменателю, 
«1 «2 

а затем их сложим:

пхп2 п2щ пхп2
Тогда

ГЩП2 ГП2П\ ___  ___  _______
-  n'n2jamt"2 =  " | ' ! ^ я ' И1Я2 а т 2л 1 =

______  Ш\П2 +ГП2П\
= n'"j]a min2*m№ = а  Я 1Я2 = а Ь1+ *2 _

Логарифмы

Пусть числа а, Ь нс  связаны соотношением аь = с. Можно сказать, что 
число с является степенью числа а (основания) с показателем Ь. Если
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числа а и с фиксированы, а нужно выразить через них Ь, то использу­
ют понятие логарифма. Будем считать, что в качестве основания взято 
положительное число а, отличное от единицы (если а = 1, 1* = 1 при 
любом Ь).

Логарифмом числа с по основанию а называется такое число Ь, что ab = с,
т.е. показатель степени, в которую надо возвести основание, чтобы получить
число с:

b = loga с.

Логарифмы по основанию а = 10 используют чаще других, и для 
них принято сокращенное обозначение: lg.

Равенства ab = с и b = logo с выражают одну и ту же связь между числами а,
бис.

Подставляя в равенство аь = с запись числа b в виде логарифма, по­
лучаем основное логарифмическое тождество'.

a'ot°c =c.
Подставляя в равенство b = loga с выражение в виде степени, полу­

чаем еще одно тождество:
log„ аь =Ъ.

Свойства степеней и логарифмов тесно связаны между собой. Они 
фактически выражают одно и то же, только один раз мы обращаем 
внимание на поведение самих степеней, а другой — на поведение по­
казателей. Запишем свойства логарифмов, соответствующие свой­
ствам степеней:

ablab2 =ak+h ; log(c,C2) = logec, + logac2 ;

^ ; loga — = loga ci -  logfl c2;
ah c2
(ab)k =abk ; logac* = k\ogac ;

\{ab =abfn; loga Ч/с = -logac.
n

Свойства степеней отражают свойства умножения чисел. Соответ­
ствующие свойства логарифмов выводятся из свойств степеней с по­
мощью основного логарифмического тождества, выражающего опре­
деление логарифма.

Выведем первое свойство:
loga (ClC2) = loga C l + loga C2 .
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Логарифм произведения равен сумме логарифмов.

Обозначим loga Ci = b\, logo c2 = b2. По основному логарифмическо­
му тождеству имеем

= с,, а1’2 = с2.

Перемножим эти равенства: ab'ab2=clc2. По свойству степеней, 
= abl*bl, т.е. с|с2 =а*1+*г. По определению логарифма, Ьх + Ь2 = 

= loga(c,c2), тогда
loga (схс2) = loga с, + loga с2,

что и требовалось доказать.
Первые три свойства показывали поведение степеней и их показа­

телей при умножении, делении и возведении в степень. Извлечение 
корня п-й степени можно понимать как возведение в степень 1/и.

С помощью свойств логарифмов можно логарифмировать выраже­
ния, составленные с помощью операций умножения, деления и воз­
ведения в степень.

Примеры

1- А= г т  ’ l°Sa ̂  = 5 loga 2 + ̂  log„ 3—3 loga 5 — loga 7 .
5 л/7 2 3

2- А = 7 ~ ~ ~ ^ 2  > loga/l = loge3 + 3 + ̂ loga*-21oga(c + i/).
(c + d) 3

3. y4 = 10xlogloX , logi0/4 = l + log10x log10x = l + (logI0x)2.
Иногда приходится искать выражение по его логарифму. Такую 

операцию называют потенцированием.

Примеры

1 . 1 3 . о З2 _ 9 _ 9^1. loga A 21oga3  ̂ g“ ’ 23/2 2yf2 4 '

2. logay4 = l + 21oga*-31ogac , A = ^ r -  .
с

3. loga^  = loga(x - l)  + loga(x + l)-^ lo g ax , A = X̂ +
2 Vx

Запись t — loge b имеет смысл лишь при b> 0. Поэтому в тождествах,
отражающих свойства логарифмов, все выражения, стоящие под зна­
ком логарифма, будем считать положительными. При логарифмиро-
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вании буквенных выражений надо их раскладывать на множители так, 
чтобы все множители были положительны. Например, пусть необхо­
димо прологарифмировать выражение А = х  (х — 1). Сделать это можно 
лишь тогда, когда А > 0, т.е. когда либо х < 0, либо х > 1. Если х > 1, то 
оба множителя х  и х — 1 положительны, и мы можем записать

loga А = logaX + loga (х ~  1) При X > 1.
Если же х < 0, то оба множителя отрицательны и А нужно разложить 

на множители так: А = (—х)( 1 — х), откуда
loga А =  loga ( - * )  +  loga (1 “  * )  П ри  X <  0.

Аналогично, logax2 =21ogax при х > 0 и logax2 =21oge(—х) при 
х < 0. С помощью модуля это можно записать короче:

lo g a X2 = 2 loga I X I .

В вычислениях в качестве основания а часто берется число а = 10. 
В то же время возникает необходимость проводить вычисления сте­
пеней и логарифмов с разными основаниями. Как же связать между 
собой степени и логарифмы с разными основаниями?

Пусть дана степень (с основанием а) с = аь. Для перехода к новому 
основанию d запишем число с = аь в виде dK при некотором х:

с — dx.
Прологарифмируем это равенство по основанию а:

loga С = X logrt d ,
откуда

х  1Qg«c 
lOga d '

Прологарифмировав по основанию d, получим
logd с = х .

Сравнивая эти выражения, находим

1 l°g« С
Xog“c = V ~ ^ -  log ad

Это формула перехода от одного основания к другому. Таким образом, 
при изменении основания значения логарифмов изменяются линей­

но. Коэффициент пропорциональности —-—  часто называют моду-
log ad

лем перехода.
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Отметим простые следствия формулы перехода:

1. loga а = -— (с = а ) .
log ad

2. log kc = 0̂g“C (d = ak).
к

3. log, x = -logeJc(A = - l ) .

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на появившиеся в параграфе ключевые сло­
ва и обозначения: степень, логарифм, log*а, модуль перехода.

2. Что называется корнем п-й степени?
3. В чем разница в употреблении слов «корень» и «радикал»?
4. Перечислите основные свойства радикалов.
5. Чему равна нулевая степень числа?
6. Как определяется степень числа с рациональным показателем?
7. Каковы свойства степеней?
8. Что такое логарифм?
9. В чем состоит основное логарифмическое тождество?
10. Перечислите свойства логарифмов.

§ 1 8  . Показательная функция

Порядок роста и убывания функции

Функция — это основной математический инструмент для изучения 
связей, зависимостей между различными величинами. Чем большим 
запасом функций мы располагаем, тем шире и богаче наши возмож­
ности математического описания окружающего мира.

Вслед за линейными мы подробно изучали квадратичные зависи­
мости. Так, путь при равноускоренном движении квадратично зависит 
от времени; энергия падающего тела квадратично зависит от его ско­
рости; количество теплоты, выделяемой током, текущим по провод­
нику, квадратично зависит от силы тока и др.

Степенные зависимости более высокого порядка также встречаются 
на практике. Например, по закону Стефана—Больцмана, излучатель- 
ная способность черного тела пропорциональна четвертой степени его 
температуры. Масса шара является кубической функцией его радиуса.
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Если мы изобразим на одном чертеже (рис. 192) графики степен­
ных функций вида у = х? (х > 0) при положительных значениях к, то 
увидим, что чем больше к, тем быстрее при больших значениях х  ра­
стут эти функции. Степенные функции образуют естественную шкалу, 
позволяющую сравнивать рост различных функций со стандартными, 
степенными функциями.

Аналогичная картина наблюдается и с убывающими функциями. 
Простейшая убывающая функция задается обратно пропорциональ-

с
ной зависимостью у = — (с > 0, х > 0). Изображая на одном чертеже 

х
(рис. 193) графики функций у = —г (х > 0, к > 0), видим, что чем боль-

X
ше к, тем быстрее убывают эти функции при больших значениях х.

В естествознании и технике встречаются процессы, рост или зату­
хание которых происходит быстрее, чем у любой степенной функции. 
С примерами быстро растущих функций человек столкнулся очень 
давно. В древней легенде об изобретателе шахмат говорится, что он 
потребовал за первую клетку шахматной доски одно пшеничное зерно, 
а за каждую следующую — вдвое больше, чем за предыдущую. Чело­
веку трудно представить себе порядок величины 264 — 1 (общее число 
зерен, плату за изобретение шахмат). Если грубо заменить 210 = 1024 
на 103, то 2м = 24 • 260 а 16 • 1018 = 1,6 • 1019. Достаточно сказать, что 
расстояние от Земли до Солнца в миллиметрах приблизительно равно 
1,5 • 1014, так что, считая диаметр зерна за 1 мм, можно этим зерном 100 
тыс. раз уложить путь до Солнца.

Поразительное явление быстрого роста членов геометрической 
прогрессии, т.е. чисел вида cqn, отражено во многих старинных
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задачах. Однако лишь с конца XVII в. стали систематически рас­
сматриваться зависимости типа у = cqx, в которых переменная х 
принимает не только целые значения. Такие функции называются 
показательными.

Показательные функции, к изучению которых мы переходим в этой 
главе, обладают замечательным свойством:

скорость их роста пропорциональна значению самой функции.

Они как костер, который чем больше разгорается, тем больше 
в него надо подкладывать дров.

Мы знаем, что скорость роста линейной функции постоянна, 
квадратичной функции линейна и вообще скорость роста (произ­
водная) степенной функции, являясь меньшей степенью, растет 
медленнее, чем сама функция. Необходимость изучения функций, 
у которых скорость роста (производная) пропорциональна самой 
функции, возникла с обнаружением различных законов естествоз­
нания, таких, как законы размножения, законы радиоактивного из­
лучения, законы движения в тормозящей среде и др. Как эти законы 
связаны с показательными функциями, мы обсудим в главе, посвя­
щенной интегралу.

Исследование показательной функции

Показательной функцией называется функция вида у = ах, где а — фиксиро­
ванное положительное число.

При исследовании показательной функции будем считать, что 
основание а ф 1, так как при а  = 1 функция получается постоянной.

Основные свойства показательной функции:

1. Область определения: множество всех вещественных чисел Ж,
2. Монотонность: при а > 1 функция у = ах возрастает, при 0 < а < 1 функция 
у = ах убывает.
3. Положительность: значения функции у = ах строго положительны (при лю­
бом основании а > 0).
4. Область значений: множество всех положительных чисел, т.е. интервал
(0, +°о)-__________________________________________________

Д о к а з а т е л ь с т в о  свойств 2 и 3. Свойство 1 подчеркивает, что сте­
пень 0х определена при любом вещественном х. Доказательство 
свойств 2 и 3 проводится так: эти свойства проверяются после-
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довательно для натуральных, целых рациональных показате­
лей, а затем уже переносятся на произвольные действительные 
показатели.
Свойства показательной функции позволяют построить ее график. 

Графики показательных функций при различных основаниях а при­
ведены на рис. 194.

Рис. 194

Пример
Рассмотрим показательную функцию и = 2х. С ростом х  зна­
чения этой функции возрастают очень быстро. Так 2 10 * 103, 
2 Ш0 а Ю30 и т.д. Если х < 0, то 2х быстро приближается к нулю:
2-10 * 0,001, 2-100 * 10-30 и т.д. Это свойство экспоненты — бы­
стро увеличиваться, с одной стороны, и быстро приближаться 
к нулю — с другой, — хорошо видно на графике.
Вместе с функцией у = 0х показательной функцией считают и 
функцию вида у = Сах, где С — постоянная. К такому виду мож­
но привести, например, функцию у = 2х + 2, сделав преобразова­
ние: 2х + 2 = 2х ■ 21 = 4 ■ 2х.

Контрольные вопросы и задания

1. Какую функцию называют показательной?
2. Приведите примеры законов естествознания, которые описыва­

ются показательными функциями.
3. Перечислите основные свойства показательной функции.
4. Как связана скорость изменения показательной функции (ее 

производная) с самой функцией?
5. Опишите график показательной функции и ее производной.
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§ 19. Логарифмическая функция

Исследование логарифмической функции

Логарифмической функцией называется функция вида у = log а х, где а — фик­
сированное положительное число, причем в * 1.

О сн овн ы е  св о й ств а  л о га р и ф м и ч е ско й  ф ункции  _____________________
1. Область определения: множество всех положительных чисел, т.е. промежу­
ток (0, +оо).
2. Монотонность: если а > 1, то логарифмическая функция строго возрастает; 
если 0 < а < 1, то строго убывает.
3. Область значений: множество всех вещественных чисел 'Л.

Так как определение логарифмов основано на понятии степени, то 
при доказательстве свойств логарифмической функции используют 
свойства показательной функции.

Свойство 1 в доказательстве не нуждается, оно опирается на опре­
деление логарифма числа х, по которому необходимо, чтобы число х 
было положительным.

Докажем свойство 2. Для этого сначала рассмотрим случай а > 1. 
Возьмем два положительных числа Х\ и х2 такие, что Х\ < х2, и докажем, 
что logo *i < loga х2. Обозначив первое из этих чисел через t\, второе — 
через t2, по определению логарифма получим а1' = х , , а'2 = х2. Если бы 
выполнялось неравенство tx > t2, то по свойству монотонности показа­
тельной функции выполнялось бы неравенство а'1 > а'2, т.е. х, >х2. Это 
противоречит условию. Следовательно, tx < t2, что и требовалось дока­
зать. Случай 0 < а < 1 рассматривается аналогично.

Свойство 3 утверждает, что всякое вещественное число / может быть 
логарифмом некоторого числах. Так как степень а' определена при лю­
бом t, то, взяв х = а1, получим loga а1 = t, что и требовалось доказать.

Графики логарифмических функций при различных основаниях 
показаны на рис. 195.

Графики функций у = 0х и у = loge х симметричны друг другу от­
носительно прямой у = х. Действительно, если точка Р(с; d) лежит на 
графике функции у = а*,ю  d = cf. Но тогда с = loga d и точка Q(d; с) 
лежит на графике функции у = log„ х. Так как точки Р(с; d) и Q(d\ с) 
симметричны относительно прямой у = х, то симметричны и графики 
показательной и логарифмической функций.
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Вместо логарифмических функций с произвольным основанием 
удобно рассматривать функции вида у = с In х. Так как

logax = - ! - ln x  . 
lna

то указанные функции исчерпывают все логарифмические функции.
Функция у = In х растет с ростом х, однако медленнее, чем любая 

степенная функция вида у = х* (к > 0), в частности медленнее, чем 
у = у[х (см. рис. 192).

Вычисление логарифмов

Более 300 лет логарифмы использовались для облегчения вычислений. 
Их основное достоинство — способность сводить умножение к сложе­
нию по формуле loga b\b2= loge b\ + loga b2. Были составлены обширные 
таблицы логарифмов чисел, с помощью которых можно легко пере­
ходить от чисел к их логарифмам и обратно.

Все таблицы логарифмов до 1950 г. являлись перепечаткой или со­
кращением таблиц Бриггса. Генри Бриггс (1561—1630) с очень боль­
шой точностью (16 знаков после запятой) извлек подряд 57 квадрат­
ных корней из 10 и получил значения 10|/2, 101/4, 10|/8, ..., 101/2 . 
Комбинируя эти значения, он получил густую сетку чисел с известны­
ми десятичными логарифмами: 103/4 = 10|/2 • 101/4 и т.п. После этого де­
сятичный логарифм любого числах из промежутка [1; 10] с хорошей 
точностью находится округлением до ближайшего известного.

Это огромная работа, и за 300 лет не нашлось никого, кто повторил 
бы ее. Любопытно, что немного раньше Бриггса таблицу натуральных 
логарифмов составил Джон Непер (1550—1617).
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С появлением компьютера ситуация переменилась. Умножение по- 
прежнему выполняется дольше, чем сложение, но логарифмирование 
требует еще больше времени. Поиск числа в таблице — очень дорогая 
операция для компьютера. Поэтому теперь значение логарифмов как 
инструмента вычисления резко упало, а с распространением кальку­
ляторов оно сходит на нет. С другой стороны, сами по себе логариф­
мические зависимости легко обрабатываются и используются при вы­
числении на компьютере. Например, формула хк = ехр (к In х) служит 
основным средством возведения в степень (кроме простейших показа­
телей к = 1, 2 , 3) на всех компьютерах и на калькуляторах.

На современных компьютерах (и на калькуляторах) значения In х  
и е* вычисляют, пользуясь заранее найденными приближенными фор­
мулами. По этим формулам вычисление логарифмов становится до­
вольно простым. Пользователю компьютера никогда не приходится 
думать о вычислении логарифмов: на всех компьютерах для этого име­
ются стандартные программы.

Прикладные примеры

1. Радиоактивный распад. Изменение массы радиоактивного ве­
щества происходит по формуле т = т<)2 '/Т , где т0 — масса ве­
щества в начальный момент t = 0; т — масса вещества в момент 
времени t , T — некоторая константа, смысл которой мы сейчас 
выясним.

Вычислим значение т при / = Т. Так, m(T) = m^2~x =гщ/2 . Это озна­
чает, что через время Т  после начального момента масса радиоактив­
ного вещества уменьшается вдвое. Поэтому число Т называют перио­
дом полураспада. Период полураспада радия равен 1600 лет, 
урана-238 — 4,5 млрд лет, цезия-137 — 31 год, иода-131 — 8 сут.

Закон радиоактивного распада часто записывают в стандартном 
виде m = щ е  ,/т. Связь константы т с периодом полураспада нетрудно 
найти:

е~Чх = 2~'/т ^ - -  = - -1 п 2 = > т  = —  = 1,457\ 
т Т  1п2

2. Рост народонаселения. Изменение количества людей в стране на 
небольшом отрезке времени с хорошей точностью описывается 
формулой N  = N()e " , где N0 — количество людей при /=  0; N — 
количество людей в момент времени /; а  — некоторая 
константа.
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3. Барометрическая формула. Давление воздуха убывает с высотой 
(при постоянной температуре) по закону р = р0е 1,/н, где р0 — 
давление на уровне моря (h =  0); р — давление на высоте Л; Н — 
некоторая константа, зависящая от температуры. Для темпера­
туры 20 °С величина Н  « 7,7 км.

4. Формула Циолковского. Эта формула, связывающая скорость ра-
, Щкеты v с ее массой т, такова: v = V! In—  , где Vj — скорость вы-

т
летающих газов; т0 — стартовая масса ракеты. Скорость истече­
ния газа при сгорании топлива vj невелика (в настоящее время 
она меньше или равна 2 км/с). Логарифм растет очень медлен­
но, и, для того чтобы достичь космической скорости, необходи­

мо сделать большим отношение —  , т.е. почти всю стартовую
т

массу отдать под топливо.
5. Коэффициент звукоизоляции стен измеряется по формуле

D = A lg— , где р0 — давление звука до поглощения; р — давле- 
Р

ние звука, прошедшего через стену; А — некоторая константа, 
которая в расчетах принимается равной 20 дБ. Если коэффици­

ент звукоизоляции D равен, например, 20 дБ, то lg— = 1
Р

мр0 = Юр, т.е. стена снижает давление звука в 10 раз (такую зву­
коизоляцию имеет деревянная дверь).

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие встречающиеся в тексте клю­
чевые слова и обозначения: логарифм, потенцирование, на­
туральный логарифм, lg х, In х, loge х. Приведите примеры их 
использования.

2. Каковы основные свойства логарифмов?
3. В чем состоит основное логарифмическое тождество?
4. Какой формулой связаны между собой логарифмы по разным 

основаниям?
5. Какова область определения логарифмической функции?
6. Что можно сказать о монотонности логарифмической функции?
7. Какова область значений логарифмической функции?
8 . Как связаны между собой графики логарифмической и показа­

тельной функций?
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§ 20 . Показательные и логарифмические 
уравнения и неравенства

Простейшие уравнения

Простейшее показательное уравнение — это уравнение вида а* = Ь. 
Пусть основание а > 0 и отлично от 1. Так как функция у = 0х строго 
монотонна, то каждое свое значение она принимает ровно 1 раз. Это 
означает, что уравнение а* = b при b > 0 имеет одно решение, кото­
рое, по определению логарифма, равно loga b. Если b < 0, то уравнение 
ах = b корней не имеет, так как ах всегда больше нуля. Если число b за­
писано в виде ас, т.е. если уравнение представлено в виде ах = ас, то оно 
имеет один корень х  = с. Сформулируем общий результат о решении 
простейшего показательного уравнения.

Т еорем а . Пусть а  > 0 и а  * 1. Уравнение af(x) = ag(x) равносильно уравне­
нию f(x) = д(х).

Д о ка за те л ь ств о . Докажем, что если cflx) = а*(х), то/(х) = g(x). Дей­
ствительно, так как показательная функция строго монотонна, 
то из равенства ее значений ас = ad следует равенство показателей 
с = d. Обратно: еслиДх) = g(x), то с№ = сР{х).

Примеры
1. 2* =  1 <=> 2х =  2° <=> х  =  0.

2. 9Х= —  <=>32Х= 3 -З » 2 ; с  = - 3 » *  = - - .
27 2

4х 2 ( 2 \ 1х 2 1
3. 3• 4х = 2■ 32х < = > =  -<=>I — I = - » 2 х  = 1<=>х

3 3 УЗ) 3 2

4. 2-5x =3x+1<=>lg2 + xlg5 = (x + l) lg 3 » x (lg 5 - lg 3 )  = 
lg 3 — lg 2 lg 3 lg 2 <=> * = 
Ig5-lg3

5. 2х2+х_3 = 8X <=> 2x2+x_3 = 23x <=> x2 + x — 3 = Зх <=> x 2 — 2x — 3 = 0 <=> 
<=>Xj = —lx2 =3.

Простейшее логарифмическое уравнение — это уравнение вида 
loga х  = b. Оно имеет единственное решение х = аь при любом Ь.
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Сформулируем общий результат о решении простейшего логариф­
мического уравнения:

Д о ка за те л ь ств о . Пусть х — решение уравнения loga/(x) =  log„ g(x). 
Тогда определены логарифмы чисел Дх) и g(x), т.е. эти числа долж­
ны быть больше нуля. Потенцируя равенство loga/ix) = loga g(x), по­
лучаем равенствоДх) =  g(x).
Обратно: пусть х — решение уравнения Дх) =  g(x), причем g(x) > О 
иДх) > 0. Тогда равенство Дх) = g(x) можно прологарифмировать и 
мы получим loga^x) = loga g(x), что и требовалось доказать.

Примеры
1. log2x = 0 <=>х = 2° = 1.
2 . log3x =  1 <=>х= 3.

4. log2 (х — 1) =  log2 ( 5 — х)<=>х — 1 =  5 — х ;х  — 1 > 0, 5 — х>0<=> 
<=>х = 3.
Мы решили уравнение х — 1=5 — х, а затем проверили, удовлет­
воряет ли решение условиям х — 1 > 0 и 5  — х > 0 . Заметим, что 
если Дх) =g(x) иДх) > 0 , то тогда и g(x) > 0 , т.е. из двух неравенств 
достаточно проверить только одно.

5. lg (х2 — х — 3) = lgx<=>x2 — х — 3 = х, х > 0<=>Х[ = 3,х2 =  — 1,х > 0 <=> 
<=>х = 3.

Простейшие неравенства

Простейшее показательное неравенство — это неравенство вида 0х > b 
или ах < b (или ах > Ь, или а* < Ь). Решение такого неравенства нетрудно 
представить себе графически, построив график показательной функ­
ции у  =  0х и проведя прямую у  =  Ь. Рассмотрим для примера два из 16 
возможных вариантов.

Пусть а > 1 и b > 0. Решением неравенства <? > b является промежу­
ток [loga +°о), т.е. все числа х > log„ b.

Пусть а > 1 и b < 0. Решением неравенства ах>Ь является множество 
всех вещественных чисел

f ( x )  = g(x), 
loga  f ( x )  = loga g ( x )  <=> f M  >  0, 

g(x )> 0 .
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Примеры
1. 2х < 1 Ответ: х  < 0.

х - -2
2. >4<=> . Ответ:х<—2.

3. 5х < —5. Ответ: решений нет.

4. -  >0. Ответ: х  — любое число.(3
5. 5* < 3 ■ 2х <=> х  lg 5 < lg 3 + х  lg 2 <=> х  (lg 5 — lg 2) < lg 3. Ответ:

Можно сказать, что неравенство типа > b мы решаем логариф­
мированием. При логарифмировании неравенств надо помнить два 
правила: 1) в обеих частях неравенства должны стоять положительные 
числа; 2) при логарифмировании по основанию а > 1 знак неравен­
ства сохраняется, если же 0 < а < 1, то знак неравенства меняется на 
противоположный.

Простейшее логарифмическое неравенство — это неравенство вида 
loga* > Ь (вместо знака > может стоять <, >, <). Аналогично показа­
тельному неравенству здесь также возможно много вариантов. Лога­
рифмическое неравенство решают потенцированием. При этом надо 
помнить два правила: 1) при переходе от выражения loga/(x) к выра­
жению/(х) надо добавлять условие f{x) > 0 ; 2) если а > 1, то при по­
тенцировании знак неравенства сохраняется; если же 0 < а < 1, то знак 
неравенства меняется на противоположный.

Примеры
1. log2x > 0 <=>х > 1,х > 0 <=>* > 1.
2 . log2 х<  !<=>*< 2 , х > 0 <=>0 <л:< 2  или х  е (0 ; 2).

я: е (1; 3].
4. log2 (х2 — 1) < log2 (х + 5). Сначала учтем условия х2 — 1 > 0 

и х  + 5 > 0. Затем потенцируем: х2 — 1< *  + 5<=>я:2 — х  — 6<0<=> 
—2 < х  < 3. Соединяя решения вместе, получим ответ: —2< х<  1 
и 1 < х<  3, или [—2; —1) u  ( 1; 3].

Введение новой неизвестной

х <----------- (в решении использовалось то, что lg 5 — lg 2 > 0).
lg 5 — lg 2

-l
3. logi^(.x—1)>—!<=>x — , x  — 1 > 0 <=> 1 < jc < 3 или

Основной прием, с помощью которого решают показательные и ло­
гарифмические уравнения и неравенства, — это введение новой неиз­
вестной. Поясним этот прием на ряде примеров.
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1. Выражение показательных функций друг через друга.
Рассмотрим выражения у х =  2х, у2 = 2Ъ, у3 =  2_х, у4 = 2Х/2. Все они 

могут быть алгебраически выражены друг через друга. Например,

У2 -  У и  Уз = —, У4 = J y i , У2 = —т и Т-Д- Алгебраическая связь между 
У1 Уз

различными степенями может быть осложнена добавлением в показа­
теле степени постоянных слагаемых: _у5 =  2х + 2, у6 = 22х~ у7 = 2' ~х. 
Однако и сейчас несложно выразить эти выражения, например, че­

рез у\. Получим у5 = 22 ■ 2х = 4уь у6 =2~' -22х = \у \ ,  у7=2-2 х = — .
2 У\

К этому полезно напомнить связь между различными основаниями.

Например, ^  = 2_ |, 4 =  22, л/2 = 21/2, 0,25 = 2~2 и т.п. Поэтому выраже­

ния ,>’9 =  4х + 1, Ую = (72)_3х , у {, =  (0,25)“хтакже нетрудно вы­

разить через уь

j>8 = —, у9= 4 • 22х = 4у2, У\о=2 Зх/2 = у\ 3/2, j'u = (2 2) х = 22х = у 2.
У\

Если в уравнении или неравенстве встречается несколько показа­
тельных функций, то надо все их выразить через одну. Обычно после 
этого показательное уравнение или неравенство превращается в алге­
браическое.

Примеры

1. 3-4х - 2 х+3+8 = 22х+1- ( ^ ]  .

Пусть 2х = у. Тогда 4х = у2, 2х + 3 =  8.у, 2Ъ + 1 = 2у2, f = 2у.

Уравнение можно записать так: Зу2 — 8у + 8 = ly 2 — 2у <=> 
<=> У2 — 6у + 8 =  0 <=> у\ =  4, уг =  2. Возвращаясь к неизвестной х, 
получим 2х = 4 <=>* = 2, 2х = 2 <=>* = 1. Ответ: х\ = 2 ,х2= 1.

Делаем замену 2х =  у. Неравенство перепишем так:
2 ■>у  —  <\<^> у -  у -2 < 0  (мы умножили неравенство на у, сохра- 
У

нив знак неравенства, что можно, так как у = 2 х > 0) <=> — 1 <у<2. 
Так как 2х > —1 верно при всех*, то остается решить неравенство
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2х < 2 <=> х < 1. Ответ: х < 1 (иначе ответ можно записать так: 
(-°°; 1)).

2. Выражение логарифмических функций друг через друга. 
Рассмотрим в ы р а ж е н и я = log2x, у2 = log4x, у3 log1/2 х, у4 = log ^ х. 

Используя модуль перехода, легко связать эти выражения между со­

бой: у2 = - у и у3 = - у и уА = 2ух.

Свойства логарифмов позволяют по-разному записать связи между 

выражениями. Например, у5 = log2 х2 = 2ух, у6 = log2 -Jx = - у х, Уп =
х3 2

= log2 2х = 1 + y x, y8 = log2y  = - l  + 3>'1 и т.д.
Если в уравнении или неравенстве встречается несколько логариф­

мических функций, то надо (если не удается избавиться от логарифмов 
потенцированием) выразить их через одну и свести логарифмическое 
уравнение или неравенство к алгебраическому.

Примеры

1. — -— + —?— = 1.
5 —lgx 1 + lgx

Делаем замену lg х  = у. Получаем уравнение относительно у: 

 ̂ = 1 <=> 1 + у + 2 (5 -  у) = (5 — у)(1 + У) <=>J2 -  5у + 6 =
5 - у  1 + у
= 0 <=> у х = 2, уг =  3. Возвращаясь к неизвестной х, получаем 
lgx = 2, х  = 100; lgx =  3, х  = 1000. Ответ: х х — 100, х2 — 1000.

2
2 . log3Jclog9A:log27xlog8iX = - .

Перейдем к основанию 3. Получим log9x = ^log3;t; log27 х  =

= —log3 jc; log81x = —log3x ;. Заменив log3x на у, получим у - у х  
3 4 2
1 1 2  1 2х - v •—у = -<=> — у4 = -  <=> у4 =  16 <=> V = +2. Возвращаясь к не-
3 4 3 24 3

известной х, получаем log3x = 2, х  = 9; log3x = —2, х  = —.. Ответ:

х х = 9, х2=

3. x‘s * -2< 1000.
Логарифмируя, получаем равносильное неравенство (lg х — 2) х 
х lg х  < 3. Положим lg х  = у. Получим неравенство (у — 2)у < 3 <=> 
<=>у2 — 2у — 3 < 0 <=> — 1 <у < 3. Возвращаясь к неизвестной х, по-
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лучаем —1 < lg х  < 3 <=> — <*<1000. Ответ: — <*<1000, или 
; 10 10

— ; 1000. 
10

Использование свойства монотонности функций 
при решении показательных уравнений

Монотонность функций позволяет определить количество корней 
уравнения, а иногда и найти их значения.

П римеры
1. 22х = 5 — х, х =  1.

В левой части уравнения имеем возрастающую функцию, 
а в правой — убывающую. Следовательно, уравнение не может 
иметь более одного корня (рис. 196). Один корень можно уга­
дать: х  = 1. Это число и является окончательным ответом.

2. 4Х-3 * = 1 .
Одно решение х  = 1 легко найти подбором. Докажем, что других

корней нет. Перепишем уравнение так: 1 = . В правой

части последнего уравнения — сумма убывающих функций. 
Следовательно, значение у  = 1 эта сумма может принять только 
один раз. Ответ: х  =  1.

3. Сколько корней имеет уравнение е* = ах?
Изобразим схематические графики функций у = е* и у  =  ах 
(рис. 197). При а < 0 графики имеют одну точку пересечения.
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При а > 0 графики могут не пересекаться, касаться друг друга 
или пересекаться в двух точках. Граничным значением параме­
тра а, при котором происходит разделение основных случаев — 
две точки пересечения или ни одной, является значение а, при 
котором прямая у  = ах является касательной к графику функции 
у  = ехв некоторой точке. Это значение параметра равно пример­
но 2,72 и обозначается буквой е.
Ответ: При а < 0 и при а = е — один корень, при 0 < а < 0 нет 
корней, при а > едва корня.

Контрольные вопросы и задания

1. При каких b показательное уравнение а* = b имеет корень?
2. Сколько корней имеет уравнение а* = Ь?
3. Как решать уравнение вида а/{х) = ag(x>?
4. Сколько корней имеет уравнение logax = b?
5. Как решать уравнение вида loga/(x) =  loge g(x)?
6. Какие правила надо соблюдать при логарифмировании нера­

венств?
7. Какие правила надо соблюдать при потенцировании нера­

венств?
8 . Какова алгебраическая связь между выражениями у х = а2

н у 2 = акх1
9. Какова связь между выражениями: а) =  log,, х и у2 = log* х;

б) ^1 =  loga х и у2 = logfl* х; в) у г = logax и у2 = logfl_, х?
10. Вы знаете одно решение уравнения. В каких случаях вы можете 

доказать, что других решений нет?



ГЛАВА 5
НАЧАЛА СТЕРЕОМ ЕТРИИ

§ 2 1 .  Геометрия Евклида

Введение

Образцом логического совершенства в течение более чем 2000 лет 
является изложение начал геометрии, предпринятое Евклидом 
в III в. до н.э. Можно сказать, что это изложение является един­
ственным в истории человечества примером строгой математи­
ческой теории, с которой полагалось быть знакомым каждому 
образованному человеку. До сих пор большинство учебников гео­
метрии следует пути, указанному Евклидом, а например, вплоть 
до недавнего времени английские школьники просто пользо­
вались современным переводом «Начал» Евклида в качестве 
учебника.

Разумеется, к концу XX в. распространились и иные взгляды. 
Они относятся к разным вопросам. Вот некоторые из них. Можно ли 
(и полезно ли) изучать геометрию, отказавшись от ее аксиоматиче­
ской основы? Нужно ли вообще в рамках общего образования и куль­
туры знакомиться с какой-либо аксиоматической теорией? Если да, 
то подходит ли для этого геометрия Евклида и нельзя ли найти более 
простые и доступные примеры? Насколько безупречна сама евклидо­
ва геометрия?

Мы не будем касаться этих вопросов. Само построение этой кни­
ги положительно отвечает на вопрос, можно ли, изучая математику, 
обойтись без знакомства с аксиоматическим методом. С другой сторо­
ны, мы считаем, что каждый культурный человек должен быть знаком 
с историей вопроса о евклидовой геометрии, не связывая его, однако, 
ни с реальным изучением геометрии, ни с целями овладения нового 
для себя математического метода.
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Аксиоматика Евклида

«Начала» Евклида (а точнее, каждая из тринадцати книг, глав, состав­
ляющих этот труд) открываются определениями основных понятий. 
Вот первое определение:

Тонка есть то, что не имеет частей.
За определениями следуют основные положения, принимаемые 

без доказательств — постулаты, аксиомы. (Различие, которое делал 
Евклид между постулатами и аксиомами, не очень ясно.) Вот несколь­
ко примеров.

1. От каждой точки до всякой 
другой точки можно провести 
прямую линию.

2. Если прямая, падающая на две 
прямые, образует по одну сто­
рону внутренние углы, сумма 
которых меньше двух прямых, 
то, неограниченно продолжен­
ные, эти прямые пересекаются 
по эту сторону (рис. 198).

Это и есть знаменитый пятый постулат, равносильный аксиоме 
о единственности параллельной.

Затем с помощью основных понятий и аксиом чисто логическим 
путем доказываются теоремы (предложения). Так, в качестве уже чет­
вертого по счету предложения Евклид доказывает «первый признак 
равенства треугольников».

Разумеется, Евклид пользуется многим из того, чего нет на самом 
деле в аксиомах (например, там нет ничего о наложении фигур, ко­
торое часто используется как своего рода мысленный эксперимент). 
Однако за исключением нескольких частностей редакционного и язы­
кового характера, уровень строгости Евклида считался вполне удо­
влетворительным вплоть до конца XIX в.

Современная аксиоматика евклидовой геометрии

Как уже было сказано, почти все школьные учебники геометрии вос­
производят ту или иную аксиоматику, причем, как правило, в начале 
курса. При этом стараются сделать список возможно более простым 
и в то же время удобным для доказательства теорем. Образцом для 
такого построения, учитывающим достижения и язык математики,
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сложившиеся к концу XIX в., служит замечательная (хотя и не очень 
простая) система аксиом немецкого математика Гильберта, созданная 
им в 1899 г.

Гильберт выделяет три системы неопределяемых (основных) объ­
ектов: точки, прямые и плоскости. Затем постулируются «отношения» 
между ними (принадлежность, находиться между, быть равными, кон­
груэнтными). Эти положения образуют три группы аксиом. Напри­
мер, во вторую группу аксиом («аксиомы порядка») попало следующее 
утверждение, на которое обратил внимание немецкий геометр Паш в 
1882 г. как на необходимую аксиому: «Если прямая входит внутрь тре­
угольника через одну из его сторон, но не через его вершину, то она 
должна выходить из него через другую сторону».

Четвертая группа состоит из одной аксиомы — аксиомы о парал­
лельности: «Через всякую точку, лежащую вне прямой а, проходит не 
более одной прямой, параллельной а».

В пятую группу включены две аксиомы о непрерывности, в том 
числе так называемая аксиома Архимеда: «При любых отрезках а и b 
можно отложить вдоль b отрезки, равные а, столько раз, что они по­
кроют отрезок Ь».

Неевклидова геометрия

В течение 2000 лет никто не сомневался (и не сомневается по сей день) 
в ценности аксиоматики Евклида. Единственный вопрос, к которому 
постоянно возвращались люди (как профессиональные математи­
ки, так и бесчисленные любители), состоял в следующем: нельзя ли 
доказать, вывести пятый постулат Евклида из остальных аксиом как 
некоторую теорему. По этому вопросу были написаны тысячи книг и 
статей, но лучшее, что удавалось сделать, это заменить аксиому о па­
раллельности другим утверждением, которое казалось гораздо более 
очевидным (и потому часто упускалось из виду), но которое оказыва­
лось совершенно равносильным пятому постулату.

К середине XIX в. стало ясно, что пятый постулат независим от 
остальной аксиоматики Евклида в том замечательном смысле, что, до­
бавив к этой остальной системе аксиому, отрицающую пятый постулат 
(например, в такой форме, что через всякую точку проходит по край­
ней мере две прямых, параллельных данной), мы получим новую, не­
противоречивую систему, в которой можно получить столь же далекие 
и содержательные теоремы, как те, которые были получены в геоме­
трии Евклида.
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Такая система, в которой выполняется указанный список аксиом 
(включая отрицание пятого постулата), стала называться «неевклидо­
вой геометрией». Впервые такую систему четко описал замечательный 
русский математик Н.И. Лобачевский (1792—1856), который высту­
пил с докладом в Казанском Университете в 1826 г., а через четыре года 
подробно изложил свою теорию. Независимо от Лобачевского в 1832 г. 
венгерский математик Я. Бойяи опубликовал работу с аналогичным 
содержанием. Еще через 40 лет были построены примеры поверхно­
стей, на которых выполняется геометрия Лобачевского.

От геометрии к логике

Смысл движения от Евклида к Лобачевскому и далее к Гильберту (или, 
по крайней мере, один из этих смыслов) состоит в освобождении от 
геометрической наглядности. В системе Гильберта не нужно знать, как 
«выглядят» точки и прямые. С ними можно (и нужно) обращаться как 
с объектами, о которых известно лишь то, что описано в аксиомах. 
Тем самым, исходя из аксиом, мы получаем новые результаты лишь 
с помощью логики. Такой взгляд порождает два новых вопроса. Пре­
жде всего о самой геометрии. Получение в качестве следствий аксиом 
большого числа достаточно глубоких утверждений (как это, например, 
было сделано Лобачевским) само по себе не доказывает непротиворе­
чивости построенной системы. Уже к концу XIX в. стало ясно, что до­
казывать непротиворечивость новых систем можно с помощью моде­
лей, реализующих аксиомы системы. Так, Гильберт указывает модель 
построения евклидовой геометрии с помощью чисел. Другой вопрос 
связан с анализом самой логики, что и было предпринято с большой 
интенсивностью в XX в.

§ 22. Взаимное расположение прямых и плоскостей

Прямые в пространстве

Точка, прямая, плоскость — с этими словами у нас связаны опреде­
ленные представления. Мы говорим: «прямой, как натянутая струна», 
«пересечь улицу по прямой», «луч света движется по прямой». Линии 
пересечения стен и потолков, траектории свободно падающих тел слу­
жат наглядными примерами прямых линий.
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Со словом «плоскость» у нас ассоциируется поверхность стола, сте­
ны, пола. Плоской в нашем представлении является поверхность озера 
в безветренный день или гладь хорошо залитого катка.

Дотронемся мелом до доски. Остается след — точка. Посмотрим на 
ночное небо — звезда нам кажется светящейся точкой. Взглянем на 
угол комнаты — это тоже точка.

Нашей целью является приведение в систему наших простран­
ственных, стереометрических представлений.

Основные понятия стереометрии: точка, прямая, плоскость.

Аксиомы стереометрии
1. Каждая прямая содержит, по меньшей мере, две точки.
2. Через любые две точки проходит одна и только одна прямая.
3. Каждая плоскость содержит, по меньшей мере, три точки.
4. Через любые три точки, не лежащие на одной прямой, проходит 

одна и только одна плоскость.
5. Если две точки прямой принадлежат некоторой плоскости, то 

вся прямая содержится в этой плоскости.
6 . Если две плоскости имеют общую точку, то множество всех 

их общих точек есть прямая (т.е. плоскости пересекаются по 
прямой).

7. Через любую точку, не лежащую на данной прямой, проходит 
одна и только одна прямая, параллельная данной.

Исходным объектом стереометрии, ее вселенной, универсумом 
является пространство. Мы будем считать, что пространство состоит 
из точек. При этом в пространстве выделены множества двух типов — 
прямые и плоскости, удовлетворяющие перечисленным аксиомам.

Прежде всего, уточним представления о взаимном расположении 
прямых и плоскостей в пространстве.

Две прямые, которые не лежат в одной плоскости, называются скрещива­
ющимися.
Две прямые называются параллельными, если они лежат в одной плоскости
и не имеют общих точек (не пересекаются).
Две прямые, имеющие ровно одну точку, называются пересекающимися (рис. 199).

Рис. 199
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Для пары прямых в пространстве имеются две возможности: либо 
через них можно провести плоскость, либо нельзя. Если плоскость 
провести нельзя, то прямые — скрещивающиеся. Рассмотрим первую 
возможность.

Пусть прямые лежат в одной плоскости. Тогда они либо имеют об­
щую точку (пересекаются), либо нет (параллельны).

Обратим внимание на логику рассуждений, которые мы применя­
ли при разборе вариантов расположения двух прямых в пространстве. 
Сначала мы разбили пары прямых на типы по такому признаку: пря­
мые лежат или не лежат в одной плоскости. Ясно, что это два взаим­
но исключающие друг друга случая, исчерпывающие все мыслимые 
возможности. Затем мы рассмотрели пары прямых, лежащих в одной 
плоскости, и прибегли к дополнительному признаку: прямые не име­
ют общих точек или прямые имеют одну общую точку.

Сколько общих точек могут иметь две прямые? Из планиметрии нам 
известно, что через две (различные) точки можно провести только одну 
прямую, поэтому две (различные) прямые не могут иметь более одной 
общей точки. Это доказывает, что две различные прямые могут быть либо 
скрещивающимися, либо параллельными, либо пересекающимися.

Примеры
1. На рисунке 200 изображен разрез обычной комнаты. Плоскости 

стен, пола и потолка пересекаются по прямым. Три из этих пря­
мых выделены и обозначены а,Ьис. Прямые а и b пересекаются, 
прямые а и с параллельны, прямые b и с скрещиваются. Укажите 
на этом рисунке другие пары параллельных, пересекающихся 
и скрещивающихся прямых.

2. На рисунке 201 изображен токарный резец. Его кромки — от­
резки прямых линий. Разберите самостоятельно расположение 
этих прямых.

3. Выберем четыре произвольные точки А, В, С и D, не лежащие 
в одной плоскости (рис. 202). Проведем прямые АВ и CD. Они

Рис. 200 Рис. 201 Рис. 202
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скрещиваются, так как если бы они лежали в одной плоскости, 
то все данные точки лежали бы в одной плоскости, что противо­
речит условию. Точки А, В, С и D определяют три пары скрещи­
вающихся прямых АВ и CD, АС и BD, AD и ВС. На этих прямых 
лежат ребра треугольной пирамиды ABCD.

Каких пар прямых больше — параллельных, пересекающихся 
или скрещивающихся? Вопрос поставлен неточно — разумеется, 
есть бесконечно много пар и параллельных, и пересекающихся, 
и скрещивающихся прямых. Однако он все же имеет смысл. Две на­
угад взятые прямые скорее всего не будут лежать в одной плоскости, 
а значит, будут скрещиваться. Пересечение или параллельность двух 
прямых в пространстве — это в каком-то смысле специальный, част­
ный случай их расположения, а скрещивание — общий. Про скре­
щивающиеся прямые говорят иногда, что они находятся в общем 
положении.

Признак скрещивающихся прямых

Т еорем а  1 . Пусть даны две прямые а и Ь. Если можно найти такую пло­
скость а, которая содержит прямую а и пересекает прямую b  в точке, не 
лежащей на прямой а, то прямые а и Ь скрещиваются (рис. 203).

Д о ка за те л ь ств о . Будем доказывать теорему от противного. Прямые 
скрещиваются — это означает, что они не лежат в одной плоскости. 
Противоположное утверждение означает, что прямые a n b  лежат в 
одной плоскости. Эта плоскость должна совпадать с плоскостью сх. 
Действительно, в ней лежат прямая а и вся прямая Ь, а значит, та 
точка Л прямой Ь, о которой говорилось в условии теоремы. Однако 
ясно, что прямая а и не лежащая на ней точка Л однозначно опреде­
ляют плоскость. Значит, вся прямая b должна лежать в плоскости а, 
что противоречит условию. Следовательно, исходное предположе­

ние о том, что прямые а и b лежат в одной 
плоскости, неверно. Теорема доказана.

С помощью условных знаков теорему 1 
можно записать так:

Объекты Взаимное расположение
прямые а, b а е а; 
плоскость а  А е b,A = b п а ;  
точка А А <£ а.

Рис. 203 Доказать: а — b
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Признак скрещивающихся прямых является первой доказанной 
нами теоремой стереометрии. Откуда получается первая теорема, на 
что опирается ее доказательство, какие аргументы мы привели в за­
щиту доказываемого утверждения? Во-первых, нам помогает логика. 
Мы понимаем, что две прямые либо лежат в одной плоскости, либо 
нет. Если мы привели к противоречию предположение о том, что они 
лежат в одной плоскости, значит, они не лежат в одной плоскости, т.е. 
скрещиваются (по определению скрещивающихся прямых). Однако 
одной логики нам было мало. В доказательстве использованы неко­
торые дополнительные свойства прямых и плоскостей, которые мы 
никак не аргументировали, так как они хорошо соответствуют нашим 
представлениям о расположении прямых и плоскостей в пространстве. 
В рассуждении использовано, что прямая и не лежащая на ней точка 
однозначно задают плоскость.

Сформулируем более полно свойство пространства, использован­
ное в теореме 1, которое можно вывести из аксиом стереометрии.

С в о й ств о  1 _____________________
Через прямую и не лежащую на ней 
точку можно провести плоскость, 
и притом только одну.

Пример
Представим себе, что на 
стене проведена прямая 
(рис. 204), а мы стреляем в 
стену (считаем, что пуля по­
летит по прямой). Припопа- Рис. 204 
дании в прямую траектория
пули будет пересекать ее, а при промахе — скрещиваться с ней 
(применение признака требует, чтобы пуля при промахе все-таки 
попала в стену). Ясно, что промахнуться неизмеримо легче, чем 
попасть в тонкую линию. Это еще раз подчеркивает, насколько 
скрещивающихся прямых больше, чем пересекающихся.

Прямая и плоскость

Прямая и плоскость называются пересекающимися, если у них только одна 
общая точка.
Прямая и плоскость называются параллельными, если они не имеют общих 
точек (рис. 205).



186 .  МАТЕМАТИКА

Начнем классификацию пар, состоящих из плоскости и прямой, 
лежащей вне этой плоскости, со следующего признака: прямая и пло­
скость имеют общие точки или прямая и плоскость не имеют общих 
точек. Во втором случае прямую и плоскость мы назвали параллель­
ными. Вернемся к первому случаю. Сколько может быть общих точек 
у прямой и плоскости? Наши наглядные представления подсказывают, 
что если у прямой и плоскости более одной обшей точки, то вся пря­
мая целиком лежит в данной плоскости (если ровную линейку в двух 
точках приложить к хорошо отшлифованной плоской поверхности, 
то линейка целиком ляжет на эту поверхность). Таким образом, наша 
классификация взаимных расположений прямой и плоскости опира­
ется на аксиому 5:

Если две различные точки прямой лежат в некоторой плоскости, то вся прямая 
лежит в этой плоскости (рис. 206).

Плоскости в пространстве

Две плоскости называются параллельными, если они не имеют общих точек
(рис. 207, а).
Две плоскости называются пересекающимися, если множество их общих то­
чек есть прямая (рис. 207, б).

Рис. 205 Рис. 206

а б
Рис. 207 Рис. 208
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Снова рассмотрим возможные варианты. Две плоскости либо не 
имеют общих точек (параллельны), либо имеют общие точки. Нагляд­
но ясно, что если две различные плоскости имеют общие точки, то 
общие точки заполняют целую прямую. Это и составляет содержание 
аксиомы 6:

Если две различные плоскости имеют хотя бы одну общу ю точку, то они пере­
секаются по прямой, т.е. множество их общих точек есть прямая (рис. 208).

На рисунке 209 изображена часть ^ _______£_____
комнаты. Плоскость пола обозначена 
через а. Из выделенных трех прямых 
прямая а лежит в плоскости а , прямая 
b пересекается с плоскостью а, прямая с 
параллельна плоскости а. Как располо­
жены по отношению к плоскости а  дру­
гие прямые, изображенные на рис. 209?

Возьмем наугад плоскость и прямую Рис. 209
в пространстве. Какое их взаимное рас­
положение будет более вероятным? Скорее всего прямая и плоскость 
будут пересекаться. Про пересекающиеся плоскости и прямую гово­
рят, что они находятся в общем положении. Другие случаи взаимно­
го расположения плоскости и прямой в пространстве являются более 
частными, специальными.

Плоскости пола и потолка параллельны друг другу. Плоскости стен 
пересекают плоскость пола. Как расположены между собой плоско­
сти стен?

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова, появившие­
ся в тексте: точка, прямая, плоскость, скрещивающиеся, парал­
лельные, пересекающиеся. Проведите самостоятельно класси­
фикацию расположения пары прямых в пространстве, начиная 
с признака: прямые имеют общие точки или прямые не имеют 
общих точек.

2. Дайте определения:
а) скрещивающихся прямых;
б) пересекающихся прямых;
в) пересекающихся прямой и плоскости;
г) параллельных прямой и плоскости;
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д) параллельных плоскостей;
е) пересекающихся плоскостей.

3. Сформулируйте признак скрещивающихся прямых.
4. Какие свойства пространства были приняты без доказатель­

ства при анализе взаимного расположения прямых и плос­
костей?

5. Какое взаимное расположение вы считаете общим, наиболее ча­
сто встречающимся:
а) для двух прямых;
б) для прямой и плоскости;
в) для двух плоскостей?

§ 23 . Признаки параллельности

Признак параллельности прямой и плоскости

Т еорем а  2. Если прямая, не лежащая в плоскости, параллельна прямой
на плоскости, то исходная прямая параллельна плоскости.

Более подробно эта теорема может быть сформулирована следую­
щим образом.

Пусть прямая а не лежит в плоскости а. Если в плоскости а  есть 
прямая, параллельная прямой а, то прямая а параллельна плоскости а  
(рис. 210).

Остановимся на логической структуре доказательства теоремы
2. В условии теоремы указано расположение прямых а и b относи­
тельно плоскости а (а е а, b е а). Сама теорема представляет со­
бой условное утверждение: если а || Ь, то а || а . При доказательстве 
строится отрицание заключения: пусть неверно, что а || а . С учетом 
условия a g а  это означает, что прямая а и плоскость а  пересе­
каются. Это утверждение приводится к противоречию с условием 
а || Ь. Такой тип доказательства называют «доказательством от про­

тивного».
Запишем кратко условие теоремы. 
Объекты Взаимное расположение 
прямая а а е а; 
плоскость a b e  а; 
прямая b а || Ь.

Рис. 210 Доказать: а || а

а

а
Ь

Р
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Д о ка за те л ь ств о . Каковы логически возможные случаи расположе­
ния прямой а и плоскости а ?  Мы знаем, что либо а лежит в плоско­
сти а ,  либо а пересекает плоскость а ,  либо а параллельна а. Первая 
возможность отвергнута условием. Достаточно опровергнуть вто­
рую возможность.
Проведем через параллельные прямые а и b плоскость. Обозначим 

ее р. Если прямая а пересекает плоскость а  в некоторой точке С, то эта 
точка — общая для плоскостей р и а .  Но все общие точки различных 
плоскостей а и р  лежат на прямой Ь. Следовательно, точка С лежит на 
прямой Ь, но это противоречит параллельности прямых а и Ь. Теорема 
доказана.

Признак параллельности двух прямых

Т еорем а  3. Если плоскость проходит через прямую, параллельную другой 
плоскости, и пересекает эту плоскость, то линия пересечения параллель­
на исходной прямой.

Введем обозначения и более подробно сформулируем теорему. Нам 
даны некоторая прямая а и параллельная ей плоскость р. Другая пло­
скость а  проходит через прямую а и пересекает плоскость р по некото­
рой прямой Ь. Теорема утверждает, что прямые а и b параллельны. 

Запишем кратко условие теоремы.
Объекты Взаимное расположение
прямые a, b a s  а;
плоскости а ,  р а  || р.
Доказать: а \ \ b b = а  г \ р.

Д оказа тельство . По условию, прямые а и b (рис. 211) лежат в одной 
плоскости а .  Следовательно, они либо параллельны, либо пересека­
ются (вспомним классификацию пар прямых). Если бы они пересе­
кались, то их общая точка С лежала бы одновременно на прямой а й в  
плоскости р (так как прямая b лежит в плоскости р). Это противоре­
чит тому, что прямая а параллельна плоскости р. Теорема доказана.

Рис. 211 Рис. 212
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Задача
Даны две скрещивающиеся прямые. Провести через одну из них 
плоскость, параллельную другой (рис. 212).
Обозначим данные скрещивающиеся прямые через а и Ь. Возь­
мем на прямой а произвольную точку А и проведем плоскость а  
через прямую b и точку А.

Проведем в плоскости а  через точку А прямую с, параллельную 
прямой Ь. Через эти две пересекающиеся прямые а и с проведем пло­
скость р. Эта плоскость будет параллельна прямой Ь. Почему? Как вы 
думаете, сколько есть плоскостей, проходящих через прямую а и па­
раллельных прямой b?

Признак параллельности двух плоскостей

Т еорем а  4. Если каждая из двух пересекающ ихся прямых одной плоскости 
параллельна другой плоскости, то эти плоскости параллельны (рис. 213).

Доказать: а || р.
Д о ка за те л ь ств о . Будем рассуждать от противного. Пусть плоскости 
а  и р не параллельны. Тогда они пересекаются по некоторой пря­
мой, обозначим ее с. Все три прямые а, b и с лежат в плоскости сх. 
Так как прямые а и b параллельны плоскости р, то, по теореме 2, 
прямая с, как линия пересечения плоскостей а  и р, параллельна 
прямым а и Ь.
Итак, через точку пересечения прямых а н Ь в  плоскости а  проходят 
две прямые {a wb),  параллельные прямой с. Это противоречит ак­
сиоме о параллельных из планиметрии. Полученное противоречие 
доказывает теорему.

Рис. 213

Запишем кратко условие теоремы.
Объекты 
плоскости а, р 
прямые а, b

Взаимное расположение 
а е а , b е а; 
a x b , a  || р, b || р.
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При решении задач часто используют другую формулировку тео­
ремы 4.

Если две пересекающиеся прямые одной плоскости соответственно па­
раллельны двум прямым другой плоскости, то эти плоскости параллельны
(см. рис. 213).

Иными словами, если в двух плоскостях можно найти по углу с со­
ответственно параллельными сторонами, то эти плоскости параллель­
ны. Выведите самостоятельно сформулированное утверждение из тео­
ремы 4, используя признак параллельности прямой и плоскости.

Параллельность трех прямых

Т еорем а  5. Если две прямые параллельны 
третьей, то они параллельны между собой 
(рис. 214).

/

Рис. 214

Запишем кратко условие теоремы.
Объекты Взаимное расположение
прямые а, Ь, с а || с и b || а.
Доказать: b || с.
Д о ка за те л ь ств о . Если все прямые а , Ьис  
лежат в одной плоскости, то получается 
известная в планиметрии теорема.
Пусть прямые а, b и с не лежат в одной плоскости. Нам нужно до­
казать, что прямые с и b параллельны, т.е. лежат в одной плоскости 
и не имеют общих точек.
Как доказать, что с и b лежат в одной плоскости? Здесь никакое при­
менение доказанных ранее теорем не поможет, так как ни одна из 
них не содержит вывода, что прямые по каким-то причинам лежат 
в одной плоскости. Однако плоскость можно провести через пря­
мую и не лежащую на ней точку (свойство 1). Поэтому поступим так. 
Возьмем на прямой b произвольную точку Р и проведем плоскость (3 
через нее и прямую с. Остается доказать, что пересечение плоскости 
Р с плоскостью а, проведенной через прямые b и а, есть прямая Ь. 
Прямая а не лежит в плоскости р и параллельна прямой с, лежащей 
в плоскости р. Согласно теореме 3, прямая а параллельна плоско­
сти р. Из этой же теоремы следует, что линия пересечения Ь' пло­
скостей а и р  параллельна прямой а. Поскольку же Ь, Ь', а лежат 
в одной плоскости и прямая Ь, имеющая с Ь' общую точку, тоже па­
раллельна а, получаем b =Ь'. Теорема доказана.
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Типовые задачи на построение и их разрешимость

Задача 1
Даны две скрещивающиеся пря­
мые. Провести через каждую из них 
по плоскости так, чтобы эти пло­
скости получились параллельными 
(рис. 215).
Мы уже умеем проводить через одну 
из скрещивающихся прямых пло- 

Рис. 215 скость, параллельную другой.
Пусть даны две скрещивающиеся 

прямые а и Ь. Проведем через прямую а плоскость а, параллель­
ную Ь, а через b — плоскость р, параллельную а.
Докажем, что плоскости а  и р параллельны. Если бы они пере­
секались, то линия их пересечения — прямая с — была бы па­
раллельна каждой из прямых а и b (дайте обоснование). По тео­
реме 5, прямые а и b должны были бы быть параллельными, но 
известно, что они скрещиваются. Задача решена.

Построение сечений многогранников

Признаки параллельности применяются для построения сечений ку­
бов, призм, пирамид и других многогранников. Для задания секущей 
плоскости можно использовать следующие элементы:

1) три точки, не лежащие на одной прямой;
2) прямая и не лежащая на ней точка;
3) пара пересекающихся прямых;
4) пара параллельных прямых.
Каждый из этих случаев определяет ровно одну плоскость. 
Плоскость сечения пересекает грани многогранника по отрезкам 

прямых. Обычно для изображения сечения достаточно построить все 
эти отрезки. Иногда полезно построить пересечение с диагональными 
плоскостями (в призме) или другими выделенными плоскостями.

Задача 2
Построить сечение куба плоскостью, проходящей через середи­
ны двух смежных сторон основания и через центр куба.
Дано: куб ABCDA'B'C'D', К — середина АВ, L — середина AD, 
О — центр куба. Указанные три точки однозначно определяют 
плоскость сечения.
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Рис. 216

Соединим точки К  и L отрезком.
Проведем диагональное сечение 
B'D'DB (рис. 216).
Центр куба О является центром пря­
моугольника B'D'DB. Плоскость 
сечения проходит через KL и пере­
секает плоскость диагонального 
сечения. KL параллельна плоско­
сти диагонального сечения, так как 
KL || BD (как средняя линия треу­
гольника ABD) — признак парал­
лельности прямой и плоскости. Линия пересечения должна быть 
параллельна прямой KL (признак параллельности двух прямых)
и, следовательно, параллельна BD (по теореме о параллельности 
трех прямых). Проводим через точку О прямую MN\\ BD. Мы по­
лучим точки сечения, расположенные на ребрах ВВ' и DD'.

Рассмотрим второе диагональное сечение АА'С'С (рис. 217). Оно пе­
ресекает отрезок KL в точке Р (его середина) и проходит через центр О. 
Плоскость сечения пересекает эту диагональную плоскость по прямой 
РО. Пусть Q — точка пересечения этой прямой с верхним основанием 
(с отрезком АС'). Рассмотрим, как пересекает искомая плоскость сече­
ния плоскость верхнего основания. Так как прямая KL || BD, BD || B'D', 
то KL параллельна плоскости этого основания и линия пересечения 
будет тоже параллельна всем этим прямым. Проводя через точку Q 
прямую Л5|| B 'D ' , получим недостающие точки сечения (рис. 218).

В сечении получился шестиугольник. Вторую половину построения 
можно было сократить, заметив, что сечение должно быть симметрич­
но относительно центра. Равны ли между собой стороны построенно­
го шестиугольника? Будет ли этот шестиугольник правильным?
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Плоскость сечения может быть задана условиями параллельности 
некоторым прямым или плоскостям.

1. Даны прямая и плоскость. Ставится задача провести плоскость 
через данную прямую параллельно данной плоскости. Эта зада­
ча разрешима только в том случае, когда данная прямая и пло­
скость параллельны. В этом случае решение единственно.

2. Даны плоскость и точка вне ее. Всегда можно провести пло­
скость через данную точку параллельно данной плоскости. Ре­
шение единственно.

3. Даны две скрещивающиеся прямые. Провести плоскость через 
одну из них параллельно другой (см. задачу 1).

4. Даны две прямые и точка. Требуется построить плоскость, про­
ходящую через заданную точку, параллельную обеим прямым. 
Исследуйте самостоятельно разрешимость этой задачи.

Задача 3
В четырехугольной пирамиде SABCD провести сечение через 
точки Р и Q, лежащие на боковых ребрах 54 и SC, параллельно 

диагонали основания BD.
Проведем диагональные сечения SAC и SBD. 
Они пересекаются по прямой SO, где О — точка 
пересечения диагоналей основания (рис. 219). 
Соединим точки Р и Q. Отрезок PQ пересека­
ет SO в некоторой точке R. Плоскость сечения, 

с  по условию, должна быть параллельна прямой 
BD. Поэтому она пересекает плоскость SBD 
по прямой, параллельной BD (признак парал­
лельности двух прямых). Проведем через точку 
R в плоскости SBD прямую, параллельную BD. 
Получим недостающие точки М  и N  сечения. 
Задача решена.

Контрольные вопросы и задания

1. Сформулируйте признак параллельности прямой и плоскости.
2. С помощью каких теорем можно доказать параллельность двух 

прямых?
3. В чем состоит признак параллельности двух плоскостей?
4. Если две ... параллельны третьей, то они параллельны между со­

бой. Что можно подставить вместо многоточия?
5. Какие элементы можно использовать для задания плоскости?
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§ 24. Применение векторов

Параллельность и перпендикулярность 
прямых и плоскостей

Использование векторов упрощает проверку параллельности и пер­
пендикулярности прямых и плоскостей. Мы уже отмечали в главе 2, 
что угол между двумя прямыми можно определить через угол между 
направляющими векторами этих прямых. Если v, и v2 — направляю­
щие векторы двух прямых 1{ и /2, то

h II h <=> коллинеарен v2 <=> существует число А. такое, что

/1-L /2 <=> Vj -L v2 <=> v, • v2 =  0.

Признак перпендикулярности прямой и плоскости 
В определении прямой, перпендикулярной плоскости, содержится 

требование, чтобы эта прямая была перпендикулярна каждой прямой 
данной плоскости. Прямых в плоскости бесконечно много, и поэтому 
непосредственно пользоваться этим определением нельзя. Оказывает­
ся, что если данная прямая перпендикулярна всего двум пересекаю­
щимся прямым в плоскости, то она уже перпендикулярна любой дру­
гой прямой в этой плоскости.

Т еорем а . Если прямая перпендикулярна двум пересекающ имся прямым 
некоторой плоскости, то она перпендикулярна этой плоскости.

Запишем кратко условие теоремы.

Доказательство. По определению, прямая / перпендикулярна пло­
скости а, если она перпендикулярна любой прямой этой плоскости. 
Выберем произвольную прямую т е  а  и покажем, что 11т.  Для каж­
дой прямой выберем направляющий вектор.

v, =  A. v2 ;

Объекты 
плоскость а 
прямые /, /, /2 
Доказать: 1 1 а

Взаимное расположение
1\ е а, /2 е а;
/, х /2.
Ш и Ш 2.

Прямая
1

Направляющий вектор
v;
Vb
v2;

h
h
m u.
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Так как прямые /[ и /2 пересекаются (рис. 220), то векторы Vj и v2 не 
коллинеарны и поэтому вектор и, лежащий в плоскости а, можно раз­
ложить по этим векторам: u = + A,2v2.

Для проверки того, что 1 1 т ,  вычислим скалярное произведение 
векторов v и и:

vu  =  V(A,,V! +  A.2v2) =  >M( w ,)  +  A.2( w 2).

Так как / J. 1Х и / _L12, то w, = w 2 = 0, поэтому vu =  0 и I ±m.  Теорема 
доказана.

Условия параллельности и перпендикулярности прямой плоскости
Векторное задание прямых и плоскостей позволяет легко 

определять их параллельность и перпендикулярность. Пусть даны 
прямая / с направляющим вектором v и плоскость а  с нормалью п 
(рис. 221).

Прямая / перпендикулярна плоскости а  — это означает, что ее на­
правляющий вектор v коллинеарен нормали п:

/ _L а  <=> v || п.

Если прямая / лежит в плоскости а, то ее направляющий век­
тор v ортогонален нормали п. Если прямая / параллельна плоскости а  
(рис. 222), то в этой плоскости всегда есть прямая /', параллельная /. 
Направляющие векторы v и v' прямых / и /' коллинеарны, поэтому 
если v' 1  п, то и v _L п (рис. 223). Итак,

I s a  или / 1| а  <=> v _L n.

Выведенные условия позволяют доказывать различные теоре­
мы о параллельности и перпендикулярности прямых и плоско­
стей.
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Пример
Плоскость а  и прямая /, перпендикулярные прямой т, парал­
лельны.

Запишем кратко условие примера.
Объекты Взаимное расположение
плоскость а  а ± т ;
прямые l ,m 11  т.
Доказать: 11| а.

Д о ка за те л ь ств о . Пусть п — нормаль 
к плоскости a, v и и — направляющие 
векторы прямых / и т. По условию 
(рис. 224):

а  1  т => п || и, т.е. и = /.п;
/ _L т => v _!_ и, т.е. vu = 0.

Подставим первое равенство во второе:

vu — v/.n = /.(vn) -  0 .

Так как А. * 0, то vn = 0, т.е. v _L п, и, значит, прямая / параллельна 
плоскости а  (или лежит в ней).

Наклонная  к п л о ско сти  ________________________________________________
Если прямая / не параллельна и не перпендикулярна плоскости а ,  то ее назы­
вают наклонной к этой плоскости.

Чтобы определить угол между наклонной и плоскостью, надо спро­
ектировать прямую / на плоскость а. Для этого выбирают точку Р на 
прямой /, отличную от точки Р0 пересечения наклонной и плоскости. 
Затем, проектируя точку Р на плоскость а, получают точку Q. Прямая 
P0Q и является проекцией прямой / на плоскость а.
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Углом между наклонной и плоскостью называется угол между наклонной 
и ее проекцией на эту плоскость (рис. 225).

Рис. 225 Рис. 226

Пусть v — направляющий вектор прямой /, ап — нормаль к плоско­
сти а. Из рисунка 226 ясно, как связаны между собой угол между пря­
мой / и плоскостью а  и угол между векторами v и п. Всегда можно так 
согласовать направление нормали с направлением вектора v, что угол 
между ними будет острым. Если обозначить острый угол между / и а

л „через ф, то сумма угла ф и угла между векторами v и п равна — . С по­
мощью скалярного произведения можно определить угол ф:

vnsin ф = sin(rc /  2 — Z(v,n)) =  cos Z(v, n) =
V n

Теорема о трех перпендикулярах

Т еорем а . Если наклонная к плоскости перпендикулярна какой-нибудь 
прямой в этой плоскости, то и проекция наклонной перпендикулярна этой 
прямой. Обратно: если проекция наклонной перпендикулярна прямой 
в плоскости, то и сама наклонная перпендикулярна этой прямой.

Запишем кратко условие теоремы.
Объекты Взаимное расположение
плоскость а  / — наклонная к а; 
прямые 1,1' и т Г — проекция / на а. 
Доказать: (рис. 227): т е  а.
1) / -L т => /' -L т\
2) / '_Lm=>/±m.
Д о ка за те л ь ств о . Пусть Р0 — точка пересе­
чения наклонной / и плоскости а, РфР0 — 
произвольная точка прямой /, Q — ее про- 

рис, 227 екция на плоскость а. Тогда вектор
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PQ А. а, т.е. является нормалью к плоскости а. Вектор Р0Р являет­
ся направляющим вектором прямой /, а вектор P0Q — направляю­
щим вектором прямой /'. Эти векторы связаны соотношением 
Р0Р + PQ = PQ ■ Кроме того, v — направляющий вектор прямой т. 
Докажем первое из двух утверждений теоремы.

Пусть 11.т . Тогда Р0Р 1  х. Для проверки того, что / ' _L т, вычислим 
скалярное произведение направляющих векторов этих прямых:

P0Q •v = (Р0Р +PQ) ■v =  Р0Р •v + PQ •v-
Первое слагаемое равно нулю по условию, а второе — из-за того, 

что v, как вектор в плоскости а, перпендикулярен нормали PQ к этой 
плоскости.

Второе утверждение доказывается аналогично. Проведите доказа­
тельство самостоятельно.

Теорема о трех перпендикулярах показывает, что проектирование 
точки на прямую можно осуществить так: сначала проектируют точ­
ку на плоскость, содержащую эту прямую, а затем полученную точку, 
оставаясь в плоскости, проектируют на прямую (рис. 228). Это под­
тверждает еще один способ нахождения координат точки в декартовой 
системе координат: чтобы спроектировать точку Р, например на ось х, 
можно сначала ее спроектировать на плоскость хОу, получить точку 
Рху, а затем уже в этой плоскости спроектировать точку Рху на ось и по­
лучить точку Рх (рис. 229).

Ортогональное проектирование
При построении проекции наклонной мы использовали проектиро­

вание на плоскость. Рассмотрим это преобразование более подробно.
Пусть дана плоскость а. Ортогональной проекцией точки Р на пло­

скость а  называется такая точка Q плоскости а , что прямая PQ пер­
пендикулярна а  (рис. 230). Если точка Р лежит в плоскости а , то она и 
считается своей проекцией.
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1

Q

а

Рис. 231

Пусть даны плоскость а  и точка Q е а. Проведем через точку Q пря­
мую /, перпендикулярную плоскости а. Тогда точки прямой / — это все 
точки, проектирующиеся в точку Q (рис. 231).

При проектировании на прямую / все пространство представляется 
как бы расслоенным на параллельные плоскости, перпендикулярные 
прямой /, а при проектировании на плоскость а  пространство рас­
слаивается на параллельные прямые, перпендикулярные плоскости а  
(рис. 232).

Рис. 232

Ортогональное проектирование на плоскость широко применяется 
в техническом черчении — детали на чертеже изображаются своими 
ортогональными проекциями на разные плоскости.

Рассмотрим прямоугольный треугольник ABC, у которого угол 
В — прямой, сторона ВС лежит в плоскости а, а вершина А нахо­

дится вне ее. Спроектируем вер­
шину А на плоскость а , получим 
точку О. Полученная конфигу­
рация часто встречается в раз­
личных задачах (рис. 233).

Сначала заметим, что ОВ явля­
ется проекцией наклонной АВ и 
поэтому О В _L ВС, т.е. треугольник
О ВС тоже прямоугольный.
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Вычислим соотношения между элементами треугольника ABC и его 
проекции. Для удобства введем следующие обозначения:
\АС\ = b, \СВ\ = а, \ОС\ = d, Z АСВ =  a , Z ОСВ = р, Z АСО = у, Z АВО = б.

Вычислим косинусы углов а , р, у:
cos а  =  a / b ,  cos р = a / d ,  cosy = d / b .

Перемножая последние два равенства, получаем первое:
cos а = cos р cos у.

С л е д ств и е  _____________________________________________________________
Угол у меньше угла а, т.е. угол между наклонной и ее проекцией меньше любого 
угла, образуемого этой наклонной с прямой на плоскости.

Действительно, так как 0 < cos р < 1, то cos р cos у < cos у, т.е. 
cos а  < cos у, а тогда а  > у, так как косинус убывает в первой четверти. 
Аналогично доказывается, что а  > р.

Вычислим площади треугольников ABC и О ВС:

$ авс =  xh a  \ Щ ,  S qbc =  x/ i  о  \ОВ\.
$

Видим, что отношение площадей овс равно отношению
$лвс

\ОВ\
1 = cos б, т.е. S o bc  = S abc cos б.

\ ° Л \

Двугранные углы

Линейный угол двугранного угла
Две непараллельные плоскости пересекаются по прямой и делят все простран­
ство на четыре части, называемые двугранными углами.
Двугранный угол — это фигура, ограниченная двумя полуплоскостями с об­
щим ребром (рис. 234).

Четыре двугранных угла, образованных двумя пересекающимися 
плоскостями, распадаются на две пары равных между собой двугран­
ных углов, что аналогично равенству вертикальных углов, образую­
щихся при пересечении двух прямых (рис. 235).

Двугранные углы можно измерять с помощью линейных углов.
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Построение линейного угла

Возьмем на ребре двугранного угла точку и восстановим в гранях по 
перпендикуляру к этому ребру. Угол, образованный построенными пер­
пендикулярами, называется линейным углом двугранного угла (рис. 236).

Рис. 236 Рис. 237
В качестве вершины линейного угла можно взять любую точку на 

ребре двугранного угла. Все такие углы будут равны между собой как 
углы с соответственно параллельными сторонами (рис. 237).

Равн ы е  д ву гранн ы е  углы  и м ею т  равны е  ли ней ны е  углы , и, наоборот, 
д ву гранн ы е  углы  с  р авн ы м и  л и н ей н ы м и  у глам и  равны  м еж д у  со бо й .

Плоскость, проходящая через стороны линейного угла, перпендику­
лярна ребру двугранного угла, так как это ребро перпендикулярно двум 
пересекающимся прямым (сторонам угла), лежащим в этой плоскости.

Обратно: если мы проведем пло­
скость, перпендикулярную ребру 
двугранного угла, то в сечении по­
лучится линейный угол (рис. 238). 
Действительно, ребро перпендику­
лярно плоскости сечения, следова­
тельно, перпендикулярно прямым, 
по которым эта плоскость пересе­
кает грани двугранного угла. Эти 
прямые образуют, по определению, 
линейный угол.

П ерп ен д и кулярн ы е  п л о ско сти  ________________________________________
Две плоскости называются перпендикулярными, если, пересекаясь, они обра­
зуют равные двугранные углы.

Перпендикулярные плоскости образуют двугранные углы по 90° 
(рис. 239).

Т еорем а  (признак  п ерпенди кулярности  д вух  плоско стей ). Если пло­
скость проходит через прямую, перпендикулярную другой плоскости, то 
эти плоскости перпендикулярны (рис. 240).
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Рис. 239 Рис. 240
Запишем кратко условие теоремы.

Объекты Взаимное расположение
плоскости а , р l e a ;
прямая/ / _L р.
Доказать: а 1  р.

Д о ка за те л ь ств о . Пусть Р — точка пересечения прямой / с плоско­
стью р. Плоскости а и р  пересекаются (Р е а , Р е Р) по прямой 
т. Прямые / и т перпендикулярны (определение перпендикуляра к 
плоскости). Проведем в плоскости р через точку Р прямую /', пер­
пендикулярную т. Прямые / и Г образуют линейный угол двугран­
ного угла с ребром т, так как обе они перпендикулярны ребру. Но 
11 V (по определению перпендикуляра к плоскости). Следователь­
но, линейный угол прямой, т.е. плоскости а и р  перпендикулярны. 
Теорема доказана.

Если плоскости заданы векторными уравнениями, то их перпен­
дикулярность легко проверить, вычисляя 
скалярное произведение их нормалей.
Очевидно, что если плоскости перпен­
дикулярны, то и нормали к ним п е р п е н - ________^ , I
дикулярны и их скалярное произведение 
равно нулю.

Это позволяет доказывать новые тео­
ремы о перпендикулярности прямых и 
плоскостей.

Пример
Если прямая / параллельна плоско 
сти а и перпендикулярна плоско 
сти р, то плоскости а и р  перпен 
дикулярны (рис. 241). Рис. 241
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Запишем кратко условие примера.
Объекты 
прямая / 
плоскости а, р

Взаимное расположение
/||а;
/ ± р .

Доказать: а 1  р.
Пусть v — направляющий вектор прямой /, m и п — нормали к пло­

скостям а  и р. По условию,

/ 1 а  => v ± т, I -L р => v || п.

Если п || v, a v _L m, то и п _L ш, т.е. а  _L р.

Угол между плоскостями

Пусть даны две пересекающиеся плоскости. Они образуют между 
собой два угла, сумма которых равна 180°. Выберем один из двугран­
ных углов, образованных этими плоскостями. Обозначим его <р. Про­
ведем к плоскостям нормали так, чтобы они были направлены внутрь 
двугранного угла. Из рисунка 242 ясно, что сумма угла <р и угла между 
нормалями тоже равна 180°. Поэтому вычисление угла между плоско-

По этой же формуле находится и угол между плоскостями. При 
этом надо помнить, что если скалярное произведение получится от­
рицательным, то это означает, что найден косинус большего (тупого) 
угла из двух углов, образованных плоскостями.

Контрольные вопросы и задания

стями можно заменить вычис­
лением угла между нормалями.

Пусть П) и п2 — нормали 
к данным плоскостям. Коси­
нус угла между двумя вектора­
ми определяется по известной 
формуле:

Рис. 242 COS ф  =
k l l M

1. Дайте определение прямой, перпендикулярной плоскости.
2. Что такое нормаль к плоскости?
3. Каково векторное уравнение плоскости?



ГЛАВА 5. НАЧАЛА СТЕРЕОМЕТРИИ • 205

4. Как записать уравнение плоскости в координатах?
5. Какой смысл имеют коэффициенты при переменных в коорди­

натном уравнении плоскости?
6. Сформулируйте признак перпендикулярности прямой и плос­

кости.
7. Сформулируйте условия параллельности и перпендикулярности 

прямой и плоскости.
8 . Что называется углом между прямой и плоскостью?
9. В чем состоит теорема о трех перпендикулярах?
10. Каким свойством обладает угол между наклонной и ее проек­

цией?
11. Что такое двугранный угол?
12. Что такое линейный угол двугранного угла?
13. Какие плоскости называются перпендикулярными?
14. Сформулируйте признак перпендикулярности двух плоскостей.
15. Как можно вычислить угол между двумя плоскостями?



ГЛАВА

ТЕ Л А  И ПОВЕРХНОСТИ 
В ПРОСТРАНСТВЕ

§25.  Цилиндры и конусы

Прямой круговой цилиндр

Форма тел обычно сложна. Однако, как правило, тело можно разбить 
на части, имеющие более простую форму. На рисунке 243 изображен 
древнегреческий храм — акрополь. В его структуре ясно выделяются 
цилиндрические колонны, основной корпус в виде коробки — парал­
лелепипеда, увенчанного треугольным фронтоном. Как из тел простой 
формы — параллелепипедов, призм, пирамид, шаров, цилиндров — 
создать прекрасное здание, — это секрет искусства, архитектуры. Од­
нако основа этого секрета кроется в геометрии, в использовании раз­

личных свойств симметрии тел и их 
сочетаний.

Нашей задачей является изучение 
геометрических свойств простейших 
тел. Эти тела — многогранники, тела 
вращения, конусы, цилиндры.

Цилиндр — одно из самых рас­
пространенных тел. Простейшим ци- 

Рис. 243 линдром является прямой круговой
цилиндр.

Прямым круговым цилиндром называется тело, образованное вращением пря­
моугольника вокруг одной из его сторон (рис. 244).

В цилиндре можно выделить два основания, лежащие в параллельных 
плоскостях и представляющие собой круги одинакового радиуса. Пря­
мая, проходящая через центры оснований, называется осью цилиндра.
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Т

Рис. 244 Рис. 245

Границу цилиндра составляют два основания и боковая поверх­
ность цилиндра. Ее можно представлять себе образованной вращени­
ем отрезка вокруг оси цилиндра.

Сечением цилиндра плоскостью, параллельной основанию, будет 
круг того же радиуса, что и основание (рис. 245).

Высота цилиндра — это расстояние между основаниями, т.е. дли­
на отрезка оси между центрами осно­
ваний. Обычно цилиндр задают двумя 
числовыми данными: радиусом осно­
вания и высотой.

Боковую поверхность цилиндра 
можно развернуть на плоскость. Если 
представить себе эту поверхность сде­
ланной из бумаги и разрезать ее па­
раллельно оси цилиндра, то она раз­
вернется в форме прямоугольника, 
одна из сторон которого равна высоте 
цилиндра, а другая — длине окружно­
сти основания (рис. 246).

н

Прямой круговой конус

Коническая форма так же, как и цилиндрическая, широко распро­
странена в окружающем нас мире. В форме конуса делают колпаки и 
кульки, различные втулки и емкости, коническую форму принимают 
насыпанная куча песка (рис. 247) и воронка от взрыва. Фонарь осве­
щает часть пространства в форме конуса.

Прямым круговым конусом называется тело, образованное вращением пря­
моугольного треугольника вокруг одного из его катетов (рис. 248).
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Рис. 247

В конусе можно выделить основание в форме круга и вершину. 
Прямая, проходящая через вершину и центр основания, называется 
осью конуса.

Боковая поверхность конуса образована вращением вокруг оси от­
резка, один конец которого совпадает с вершиной конуса.

Сечением конуса плоскостью, параллель­
ной основанию, будет круг (рис. 249).

Высота конуса — это расстояние от его 
вершины до основания, т.е. длина отрезка 
оси, соединяющего вершину и центр осно­
вания. Конус можно задать двумя числовыми 
данными: радиусом основания и высотой.

Радиус основания и высота — это катеты 
того прямоугольного треугольника, враще­
нием которого был образован конус. Гипоте­
нуза этого треугольника называется образую­
щей конуса.

Также, как и у цилиндра, боковую поверх­
ность конуса можно развернуть на плоскость. 
Если разрез сделать по образующей, то раз­
верткой будет круговой сектор (рис. 250).

Если в конусе провести сечение, парал­
лельное основанию, то между основанием и 
плоскостью сечения получится тело, назы­
ваемое усеченным конусом (рис. 251). Остав­
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шаяся часть конуса (от вершины до плоскости сечения) будет также 
конусом, подобным исходному. Коэффициент подобия равен отноше­
нию высот (или отношению радиусов оснований).

Тела вращения

Цилиндр и конус являются простейшими примерами тел вращения. 
Тела вращения более общего вида получаются при вращении плоской 
фигуры вокруг не пересекающей ее оси. Издавна человек изготовлял 
с помощью гончарного круга домашнюю утварь в форме тел вращения. 
Аналогичный принцип применяется теперь при обработке металлов на 
различных станках, вращающих заготовку. Наблюдая некоторые рукот­
ворные явления, имитирующие природные (водовороты, смерчи и др.), 
можно увидеть появление тел и поверхностей вращения (рис. 252, 253).

Кроме цилиндров и конусов в технике часто встречаются такие 
тела, как параболоид вращения, полученный при вращении параболы 
вокруг ее оси (рис. 254). Он используется при изготовлении различных 
фокусирующих зеркальных устройств (рис. 255). Эффект его примене­
ния описан в известном романе А.Н. Толстого «Гиперболоид инженера 
Гарина». При вращении окружности вокруг не пересекающей ее оси 
получается тело в форме баранки. В математике это тело называют то­
ром (рис. 256).

Общее представление о цилиндре и конусе

Прямой круговой цилиндр и прямой круговой конус были нами опре­
делены с помощью операции вращения. Это привело нас к одному 
обобщению — к понятию тела вращения. Однако цилиндр и конус 
можно получить иначе, используя другие свойства этих тел.

Рис. 252 Рис. 253
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Обычный, т.е. прямой, круговой цилиндр можно получить так: 
взять круг и сделать его параллельный перенос на вектор, ортого­
нальный плоскости этого круга; затем соединить отрезком каж­
дую точку исходного круга с соответствующей точкой нового, 
передвинутого круга. Цилиндр получится как объединение всех 
этих отрезков. Это построение можно обобщить: выбрать в каче­
стве исходной фигуры не обязательно круг, а произвольную пло­
скую фигуру, и совершать параллельный перенос на произволь­
ный вектор.

Пусть даны плоская фигура F и вектор а, не лежащий в плоскости фигуры. 
Цилиндром называется тело, образованное отрезками, соединяющими точки 
фигуры F с точками, получающимися из них при параллельном переносе на 
вектор а (рис. 257).

Фигура F  и равная ей фигура, получающаяся при параллельном 
переносе F  на вектор а, называются основаниями цилиндра. Расстоя­
ние между плоскостями оснований называется высотой цилиндра. 
Если вектор а ортогонален плоскости основания, то цилиндр пря­
мой (рис. 258).
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В сечении цилиндра плоскостью, параллельной основанию, полу­
чается фигура, равная основанию. Вообще, если цилиндр получен с 
помощью фигуры F  и параллельного переноса на вектор а, то сечение 
этого цилиндра плоскостями, параллельными основанию, можно по­
лучать при параллельном переносе фигуры F на векторы вида /.а, где 
О < А. < 1.

Обычный, т.е. прямой, круговой конус можно получить так: взять 
круг, выбрать точку, проектирующуюся в центр этого круга, и соеди­
нить ее со всеми точками круга. Конус получится как объединение 
всех этих отрезков. Обобщим это построение, взяв в качестве осно­
вания произвольную плоскую фигуру, а в качестве вершины — произ­
вольную точку.

Пусть даны плоская фигура F и точка О вне плоскости фигуры. Конусом на­
зывается тело, образованное отрезками, соединяющими точку О со всеми точ­
ками фигуры /"(рис. 259).

Точка О называется вершиной конуса, 
фигура F — его основанием, расстояние от 
вершины до плоскости основания — вы­
сотой.

В сечении конуса плоскостью, па­
раллельной основанию, получается 
фигура, подобная фигуре F. Коэф­
фициент подобия равен отношению 
расстояния от вершины до плоскости 
сечения к высоте конуса. Преобра­
зование подобия осуществляется как 
раз с помощью тех отрезков, которые 
соединяют вершину конуса с точками 
основания.

Контрольные вопросы и задания

1. Какое тело называется прямым круговым цилиндром?
2. Как можно построить прямой круговой конус?
3. Приведите примеры тел вращения.
4. Дайте общее определение цилиндра.
5. Как в общем виде строится конус?

Рис. 259
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§ 26. Шар и сфера

Определения

Сферой радиуса R (где R > 0) с центром в точке О называется множество точек 
пространства, удаленных от точки О на расстоянии R (рис. 260).

Сфера разбивает пространство на две части: 
внутреннюю, составленную из точек, удален­
ных от точки О на расстояние, меньшее R, и 
внешнюю, составленную из точек, удаленных от 
точки О на расстояние, большее R. Внутренняя 
часть пространства вместе со сферой называет­
ся шаром радиуса R с центром в точке О. Таким 
образом, шар — множество точек пространства, 
удаленных от точки О на расстояние, меньшее 
или равное R.

Сфера и шар радиуса R с центром в точке О получаются при враще­
нии соответственно окружности и круга вокруг диаметра.

Отрезки, соединяющие точки сферы с центром, называются радиу­
сами сферы. Они же называются радиусами соответствующего шара. 
Диаметрами шара и сферы называются отрезки, по которым шар пере­
секается с прямыми, проходящими через центр.

Этими же словами — «радиус» и «диаметр» — обозначают не только 
указанные отрезки, но и их длины.

Сечение шара плоскостью

Т еорем а . Пусть даны шар радиуса Я  и плоскость, расстояние которой до 
центра шара равно d.
1. Если d  > R, то у шара и плоскости нет общих точек (рис. 261, а).
2. Если d = Я, то у шара и плоскости одна общая точка — проекция центра 
шара на плоскость (рис. 261, б).
3. Если d < ft, то пересечение шара и плоскости является кругом радиуса 

r  = v ft2 - d 2 (рис. 261, в).

Д о ка за те л ь ств о . Даны шар S  с центром О и плоскостью а. Спро­
ектируем точку О на плоскость а. Получим точку Р е  а. Дано, что 
\OF\ = d  (рис. 262).
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d> R d = R d< R

Рис. 261

__ г. о

Рис. 262

Пусть X  — произвольная точка плоскости а.
Вычислим расстояние от нее до центра шара:
\ОХ\2 =  \РХ\2 + d 2.

1. d > R. Тогда \ОХ\2 > \РХ\2 + R2> R2, т.е. \ОХ\ > R.
Это означает, что расстояние от точки Хдо  
центра шара больше радиуса, значит, точ­
ка X лежит вне шара. Это верно для любой 
точки X  плоскости а. Следовательно, все 
точки плоскости а лежат вне шара и шар с 
плоскостью не пересекаются.

2. d = R и точка X  принадлежат шару. Тогда 
\ОХ\ < R. Подставив d = R и \ОХ\ < R в фор­
мулу |ШГ|2 = \РХ\2 + d 2, получим \PXY + R2 < R2, т.е. |PXY < 0.

Это возможно лишь в том случае, когда IP^I =  0, т.е. когда точки 
Р и X совпадают. Вспомним, что Р — однозначно определенная точ­
ка, проекция центра шара на плоскость а. Итак, мы доказали, что 
общая точка у шара и плоскости одна — проекция центра шара на 
плоскость.

3. d < R и точка X  принадлежат шару. Тогда \ОХ\ < R. Введем обо­
значения: г = \Jr 2- d 2 . Из Д ОРХимеем |РХ|2 =  \ОХ\2 -  d 2 < R2 -  
d 2 = г2, т.е. \РХ\ < г. Мы получили, что расстояние от точки X до 
точки Р не превосходит г. Это означает, что точка X лежит в круге 
с центром в точке Р и радиусом г. Заметим, что все точки этого 
круга лежат в сечении шара плоскостью. Действительно, если 
X  g а  и лежит в круге с центром Р и радиусом г, то \РХ\ < г. Тогда 
\ОХ\2 = \РХ\2 + d 2 = \РХ\2 + R2 -  г2 < г2 + R2 -  г2 = R2, т.е. \ОХ\ < R, 
откуда следует, что X  е S, т.е. X  е S  о  а. Теорема доказана.

Аналогично можно рассмотреть пересечение плоскости и сферы. 
Сформулируйте самостоятельно теорему о пересечении плоскости 
и сферы.
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В сечении шара радиуса R плоскостью (если они пересекаются)
получается круг некоторого радиуса г = \Jr 2 -  d2 , где d — расстояние 
от центра шара до плоскости. Так как это расстояние может изме­
няться от 0 до Л, то и г как функция от d может изменяться в этих же 
пределах.

При d = 0 (в том случае, когда плоскость проходит через центр 
шара) в сечении получаются круги максимального радиуса R. Они на­
зываются большими кругами.

Касательная плоскость

Теорема о пересечении плоскости и шара показывает, что возмож­
ны три случая расположения шара и плоскости: шар и плоскость не 
имеют общих точек, шар и плоскость имеют одну общую точку, общие 
точки шара и плоскости заполняют круг.

Плоскость называется касательной к шару, если она имеет с ним одну общую 
точку (рис. 263).

Аналогично определяется касатель­
ная плоскость к сфере.

При доказательстве теоремы о пе­
ресечении плоскости и шара мы выяс­
нили, что одна общая точка у них будет 
в том случае, когда радиус шара равен 
расстоянию от центра шара до пло- 

Рис. 263 скости. При этом единственная общая
точка (точка касания) будет проекцией 

центра шара на плоскость. Это свойство можно сформулировать сле­
дующим образом.

Т еорем а . Пусть Р  — общая точка плоскости а  и шара. Если радиус шара, 
проведенный в точку Р, перпендикулярен плоскости а, то эта плоскость а 
является касательной к шару, а точка Р  — точка касания.

Д о ка за те л ь ств о . Пусть О — центр шара. По условию, OP 1  а 
и \ОР\ = R, где R — радиус шара. Пусть А'— любая другая точка пло­
скости а. Тогда \ОХ\ > \ОР\, так как перпендикуляр к плоскости ко­
роче наклонной. Следовательно, у шара и плоскости а  есть един­
ственная общая точка Р и, по определению, плоскость а касается 
шара. Теорема доказана.
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Шар нельзя развернуть на пло­
скость. Каждый из нас сталкивался 
с тем, что бумагой, не сминая ее, 
нельзя оклеить шар (рис. 264), как 
нельзя скроить круглую шляпу из 
нерастяжимой материи. Это заме­
чательное свойство шара, отлича­
ющее его от конусов и цилиндров, 
кажется нам вполне очевидным, 
однако получить его математическое

Рис. 264

доказательство очень трудно.

Контрольные вопросы и задания

1. Что такое сфера?
2. В чем разница между сферой и шаром?
3. Что получается в сечении шара плоскостью?
4. Как определяется плоскость, касательная к шару?
5. Как построить касательную плоскость к шару?

§ 27. Призмы и пирамиды

Призмы

Призмой называется цилиндр, в основании 
которого лежит многоугольник (рис. 265).

По определению цилиндра получаем сле­
дующий способ построения призмы. Берем 
многоугольник F  и вектор а, не лежащий в 
плоскости этого многоугольника. Каждую 
точку многоугольника F переносим на вектор
а. Соединяем полученные точки отрезками и 
объединяем вместе все отрезки. Рис. 265

Исходный многоугольник F  удобно на­
зывать нижним основанием призмы, а многоугольник, полученный из F 
параллельным переносом на вектор а, — верхним основанием. Отрезки, 
соединяющие соответствующие вершины верхнего и нижнего основа­
ний, называются боковыми ребрами призмы.
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С' ,' 1 Т еорем а . Все  боковые ребра призмы параллель­
ны друг другу и равны между собой (рис. 266).

Д оказательство . Пусть А и В — две вершины 
нижнего основания призмы, А' и В' — соответ­
ствующие им вершины верхнего основания. Так 
как точки А' и В  получены из точек А и В парал­
лельным переносом на один и тот же вектор а, 
то АЛ' = ВВ' = а , а это и означает, что АА' || ВВ 
и [А4'| =  |ВВ\, что и требовалось доказать.

С л е д ств и е . Боковые грани призмы являются параллелограммами.

Действительно, они являются четырехугольниками, имеющими 
пару равных и параллельных сторон.

Введем определения.

Треугольная, четырехугольная, ..., л-угольная призма — в основании при­
змы лежит треугольник, четырехугольник, ..., л-угольник (рис. 267 и 268). 
Прямая призма — боковые ребра призмы перпендикулярны основанию
(рис. 269).

л .

Л 1I
/

II
> —// 7

Рис. 269
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Определение прямой призмы совпадает 
с общим определением прямого цилиндра.

Наклонная призма, т.е. не прямая, ее боковые ре­
бра не перпендикулярны основанию.
Правильная призма — прямая и в ее основании ле­
жит правильный многоугольник.

Диагональ призмы — это отрезок, соединяю­
щий вершины двух оснований призмы и лежа­
щий внутри ее (не лежащий в боковой грани) 
(рис. 270).

Пирамиды

Пирамидой называется конус, в основании которого лежит многоугольник.

Вспоминая определение конуса, получаем 
следующий способ построения пирамиды. Бе­
рем многоугольник F  и точку О, не лежащую 
в его плоскости. Соединяем точку О с каждой 
точкой многоугольника F и объединяем все по­
строенные отрезки (рис. 271).

Отрезки, соединяющие вершину пирамиды 
с вершинами основания, называются боковыми 
ребрами пирамиды.

Введем определения.

Треугольная, четырехугольная,..., n-угольная пирамида — в основании лежит 
треугольник, четырехугольник, ..., л-угольник (рис. 272). Треугольную пира­
миду еше иначе называют тетраэдром.
Правильная пирамида — в основании лежит правильный многоугольник, 
а вершина пирамиды проектируется в центр этого многоугольника (рис. 273). 
Усеченная пирамида — часть пирамиды, отсекаемая плоскостью, параллель­
ной основанию.

Рис. 272 Рис. 273

Рис. 270
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Напомним, что, как и для всякого конуса, в сечении пирамиды 
плоскостью, параллельной основанию, получается фигура, подобная 
основанию. Поэтому, например, в таких сечениях правильной пира­
миды будут получаться правильные многоугольники.

Теорем а . В правильной пирамиде боковые ребра 
равны и одинаково наклонены к плоскости основания 
(рис. 274).

Д о ка за те л ь ств о . Пусть S  вершина пирамиды, А и 
В две произвольные вершины основания, О его 
центр. По условию, отрезок SO перпендикуля­
рен основанию (вершина правильной пирамиды 
проектируется в его центр); \ОА\ = \ОВ\ как радиу­
сы круга, описанного около основания. Следо­
вательно, прямоугольные треугольники OSA и 

OSB равны, так как имеют по два равных катета. Отсюда вытекает, 
что |.£4| = \SB\ и ZSAO = Z.SBO, что и требовалось доказать.

Параллелепипеды

П а р а л л е л е п и п е д о м  н а зы вае тся  п р и зм а , в о сновани и  которой  леж ит  
п ар а л л е л о гр а м м  (рис. 275).

Боковые грани параллелепипеда, как у всякой призмы, являются 
параллелограммами. Поэтому в отличие от произвольной призмы у 
параллелепипеда нельзя однозначно выделить основания. В качестве 
оснований можно взять любую из трех пар противоположных граней.

Если продолжить все грани параллелепипеда, то они образуют три 
пары параллельных плоскостей. Вспомним, параллелограмм можно 
получить, рассматривая пересечение двух пар параллельных прямых. 
Аналогично, и параллелепипед получается с помощью пересечения 
трех пар параллельных плоскостей (рис. 276).

Рис. 274
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В параллелепипеде можно провести четыре диагонали.

Т еорем а . Четыре диагонали параллелепипеда пересекаются в одной точ­
ке, являющейся серединой каждой диагонали (рис. 277).

Рис. 276

Д о ка за те л ь ств о . Возьмем две любые диагонали. Они лежат в одном 
из диагональных сечений. Это сечение является параллелограм­
мом. Выбранные диагонали параллелепипеда будут диагоналями 
этого параллелограмма. По свойству параллелограмма диагонали в 
точке пересечения делятся пополам.
Это верно для любой пары диагона­

лей, т.е. середины любых двух диагона­
лей совпадают, значит, они совпадают 
у всех четырех диагоналей. Эта точка и 
есть точка пересечения всех диагоналей.
Теорема доказана.

Параллелепипед, у которого все грани — 
прямоугольники, называется прямоуголь­
ным (рис. 278).

> .....

Рис. 278

Пространственная теорема Пифагора

Обычная формулировка 
теоремы Пифагора хорошо из­
вестна: в прямоугольном треу­
гольнике квадрат гипотенузы 
равен сумме квадратов катетов 
(рис. 279):

а2 + b2 = d2.

Ь

ь ь
Рис. 279
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Вместо прямоугольного треугольника можно рассматривать 
прямоугольник и дать теореме Пифагора равносильную формули­
ровку.

В прямоугольнике квадрат диагонали равен сумме 
квадратов сторон, исходящих из одной вершины
(рис. 280).

В такой формулировке теорема Пи­
фагора обобщается на пространственный 
случай. Прямоугольник теперь заменяется 
прямоугольным параллелепипедом.

Т еорем а . Квадрат диагонали прямоугольного параллелепипеда равен 
сумме квадратов ребер, исходящ их из одной вершины (рис. 280).

сР = а2 + b2 +С2.

Д о ка за те л ь ств о . Возьмем диагональ АС. Треугольник ААС  пря­
моугольный, так как в прямоугольном параллелепипеде боковые 
ребра перпендикулярны основанию. По теореме Пифагора, на 
плоскости

|А'С\2 = \АА\2 + \АС\2 = \АА\2 + \АЩ1 + \АВ\2,

что и требовалось доказать.
Пространственная теорема Пифагора на самом деле мало чем от­

личается от формулы расстояния между двумя точками в декартовых 
координатах.

Пусть М х(хх\ у х; Zi) и М2(х2; у2; z2) — две точки (рис. 281). Вектор 
МХМ2 имеет координаты (х2 — Хь у2 — у\, z2 — Zi). Квадрат его длины 
равен

\М1М2\2 = (х2- х 1)2 +
+ (У2 - У \ ) 1 + (z2 - z x ) 2.

Отрезок М\М2 можно предста­
вить как диагональ прямоугольно­
го параллелепипеда с ребрами, па­
раллельными координатным осям. 
Длины сторон (измерения) этого 
параллелепипеда равны \х2 — xj, 
\Уг -  -Vil, \z2 -  Z\l откуда видно совпа­
дение двух указанных формул.Рис. 281
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Контрольные вопросы и задания

1. Дайте определение призмы.
2. Попробуйте дать непосредственное определение призмы, не ис­

пользуя общее понятие цилиндра.
3. Сформулируйте свойства боковых ребер призмы.
4. Какие виды призм вы знаете?
5. Что такое пирамида?
6. Дайте определение пирамиды, не используя общее понятие 

конуса.
7. Какие виды пирамид вы знаете?
8 . Назовите свойства боковых ребер правильной пирамиды.
9. Что такое параллелепипед?
10. Какие варианты теоремы Пифагора вы знаете?

§ 28. Многогранники

Примеры многогранников

Многогранник — это тело, ограниченное многоугольниками (рис. 282).

Данное определение многогранника еще не вполне отвечает обыч­
ным представлениям о многограннике. Так, все пространство, кроме 
точек некоторого куба (т.е. вне точек некоторого куба), тоже можно 
считать телом, ограниченным многоугольниками. Мы же представля­
ем себе многогранник ограниченным телом.

Рис. 282
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Рассмотрим тела, ограниченные конечным числом многоуголь­
ников, и изучим определенные типы многогранников, которые легко 
себе представить и модели которых нетрудно изготовить.

Призмы и пирамиды являются простейшими примерами многог­
ранников.

Среди всех тел многогранники выделяются тем, что их поверхность 
состоит из кусков плоскостей, являющихся многоугольниками. Эти 
многоугольники называются гранями, их стороны — ребрами, а верши­
ны — вершинами многогранника. Так, треугольная пирамида имеет че­
тыре грани, каждая из которых представляет собой треугольник. Всего 
у треугольной пирамиды шесть ребер и четыре вершины, в каждой из 
которых сходится 3 ребра.

У куба 6 граней, 12 ребер и 8 вершин, каждая грань является квадра­
том. В каждой вершине сходится по три ребра.

Может ли многогранник иметь любое количество граней, ребер 
и вершин? Оказывается, нет. Давно было замечено, что между коли­
чеством граней, ребер и вершин многогранника есть простое соотно­
шение. Попробуйте заметить его сами, посмотрев на табл. 3, в которой 
указано количество граней, ребер и вершин для шести многогранни­
ков (рис. 282).

Таблица 3
Составляющие многогранника

Номер много­
гранника

Количество

граней ребер вершин

1 8 14 8
2 13 24 13
3 8 18 12
4 60 90 32
5 5 9 6
6 8 12 6

Легко заметить, что сумма количества граней и количества вер­
шин всегда на 2 больше количества ребер. Это наблюдение верно 
для любого выпуклого многогранника и составляет содержание 
знаменитой теоремы, доказанной впервые Леонардом Эйлером 
(1707-1783).

Т еорем а  Э й л е р а . Пусть Г  обозначает число граней, Р  — число ребер, В  — 
число вершин выпуклого многогранника. Тогда

Г + В = Р  + 2.
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Полное доказательство теоремы Эйлера довольно трудоемко, и мы 
его приводить не будем. Проверить же эту теорему для частных случаев 
многогранников достаточно просто.

К многогранникам надо отнести и такие необычные конфигура­
ции, которые изображены на рис. 283. Все они невыпуклые, однако 
для некоторых из них соотношение Эйлера Г + В = Р + 2 выполнено, 
а для некоторых — нет. На самом деле его справедливость связана не с 
выпуклостью многогранника, а скорее, с другими его свойствами, на­
пример наличием или отсутствием «дырок».

Рис. 283

Правильные многогранники

Куб — параллелепипед, у которого все грани квадраты. Все ребра куба имеют 
одинаковую длину, поскольку все стороны квадрата имеют одинаковую длину. 
Ребра, выходящие из одной вершины, попарно перпендикулярны. Соседние 
грани куба перпендикулярны друг другу, поскольку каждая из них содержит 
ребро, перпендикулярное другой грани.

Куб имеет девять плоскостей симметрии (рис. 284), девять осей 
симметрии (рис. 285) и центр симметрии (рис. 286). Кроме того, при 
повороте на углы, кратные 90°, вокруг осей аи а2, аъ и при повороте 
на углы, кратные 120°, вокруг диагоналей куба куб в целом сохраняет 
свое положение (при этом некоторые вершины, ребра и грани, конеч­
но, меняются местами). Всего существует 48 перемещений, включая 
24 поворота, при которых куб сохраняет свое положение. С помо­
щью поворотов можно осу­
ществить перестановку диаго­
налей куба. В частности, эти 
повороты позволяют поме­
нять местами любые два трех­
гранных угла куба. И с этой 
точки зрения все трехгранные
углы куба одинаковые. Рис. 284
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Рис. 285 Рис. 286

Правильный тетраэдр — это тетраэдр, у которого все грани — правильные 
треугольники.

Примером правильного тетраэдра служит тетраэдр, образованный 
попарно не смежными вершинами куба (рис. 287). Более того, всякий 
правильный тетраэдр можно, таким образом, вписать в подходящий 
куб. Перемещения, при которых тетраэдр сохраняет свое положение, 
составляют часть тех перемещений, при которых сохраняет свое поло­
жение куб. Всего существует 24 таких перемещения, среди них — три 
поворота на 90°, четыре — на 120°, четыре — на 240°, шесть симметрий 
относительно плоскости (рис. 288). Эти перемещения позволяют ото­
ждествить все трехгранные углы правильного тетраэдра.

Следующий правильный многогранник — это октаэдр. Его верши­
нами служат центры граней куба; октаэдр является объединением двух 
четырехугольных пирамид (рис. 289).

Рис. 287 Рис. 288

Рис. 289 Рис. 290 Рис. 291
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Перемещения, которые не меняют положения куба, сохраняют 
и положение октаэдра. Более того, ими исчерпываются все перемеще­
ния, при которых октаэдр сохраняет свое положение.

Существует еще два типа многогранников, у которых перемещени­
ями, сохраняющими многогранник в целом, можно поменять местами 
любые две вершины, любые два ребра и любые две грани. Это икоса­
эдр (рис. 290) и додекаэдр.

Икосаэдр имеет 12 вершин, 30 ребер и 20 граней (являющихся пра­
вильными треугольниками). Додекаэдр имеет 20 вершин, 30 ребер и 
12 граней (являющихся правильными пятиугольниками; рис. 291). Эти 
два типа многогранников тесно связаны между собой: центры граней 
икосаэдра служат вершинами додекаэдра, а центры граней додекаэ­
дра служат вершинами икосаэдра. Икосаэдр и додекаэдр обладают 120 
перемещениями (среди них 60 поворотов), сохраняющими положение 
этих тел.

Итак, мы ознакомились с пятью многогранниками, которые мы 
назвали правильными. Это правильный тетраэдр, куб, октаэдр, ико­
саэдр и додекаэдр. Можно по-разному определить «правильность» 
многогранника, например, заметив, что их грани правильные много­
угольники. Однако существует много других многогранников, грани 
которых являются правильными многоугольниками. Некоторые из 
них изображены на рис. 292. Обычно определяют правильность мно­
гогранника так.

^ > И

Рис. 292

Выпуклый многогранник называется правильным, если его грани — равные 
правильные многоугольники и в каждой его вершине сходится одинаковое 
число граней.

Оказывается, что этому определению «правильности» уже никакие 
другие многогранники, кроме указанных выше пяти, не удовлетворя­
ют. Это можно строго доказать с помощью теоремы Эйлера.

Доказательство. Пусть в каждой вершине правильного многогран­
ника сходятся т ребер и каждая грань — многоугольник с п ребра­
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ми. Пусть у многогранника всего В вершин, Р ребер и Г граней. 
Подсчитаем разными способами число ребер. Всего есть /  граней, 
в каждой п ребер, всего Гп ребер, но каждое сосчитано два раза, так 
как оно принадлежит двум граням. Итак, Гп = 2 Р.

С другой стороны, всего есть В вершин, в каждой сходится т ребер, 
но снова каждое ребро засчитано дважды, так как оно соединяет две 
вершины. Итак, Вт = 2Р.

Подставим в соотношение Эйлера Г + В = Р + 2 вместо /  и В их вы­
ражения черезт, п н  Р.

2Р 2Р _ .—  + —  = Р + 2. 
т п

2 Р 2 РНам достаточно даже неравенства —  н-----> Р . Сокращая его на
т п

2 Р, получаем — + — > -  . Числа т и п  больше или равны трем. Оба они 
т п 2

не могут быть больше трех, так как уже — + — = -  , и при т, п > 4 полу-
4 4 2

чим: -  + . Есть возможности тх = nt = 3; т2 = 3, п2 = 4; тъ — 4, 
т п 2

«з = 3;тА = 5, и4 = 3;т5 = 3, «5 — 5. Если же одно из чисел равно трем, а 
другое больше или равно шести, то

1 1 1 1 1
т п 3 6 2

Итак, у неравенства только пять решений. Они соответствуют из­
вестным нам пяти типам правильных многогранников.

Многогранные углы и многогранники

В этом параграфе мы уже не раз рассматривали многогранные углы: 
трехгранные углы — это углы, образованные сходящимися в одной 
вершине гранями тетраэдра, параллелепипеда, додекаэдра; четырех­
гранные углы — это углы, образованные сходящимися в одной вер­
шине гранями октаэдра; пятигранные углы — это углы, образованные 
сходящимися в одной вершине гранями додекаэдра; наконец, угол при 
вершине я-угольной пирамиды (образованной гранями пирамиды) — 
это пример «-гранного угла. Последний пример дает нам «-гранные 
углы с любым п > 3.
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И

Рис. 293

/К

Вспоминая определение пирамиды, 
мы приходим к следующей конструк­
ции многогранного угла: Пусть даны 
я-угольник и точка О, не лежащая в пло­
скости «-угольника; тогда объединение 
лучей, соединяющих точку О с точками 
я-угольника, является я-гранным углом.
Эта конструкция (называется кониче­
ской) еще не исчерпывает всего запаса 
многогранных углов — она не охватывает 
двугранные углы и некоторые я-гранные
углы с я > 2, однако объединения углов, получающихся с помощью 
этой конструкции и имеющих общую вершину, уже дают все возмож­
ные многогранные углы (на рис. 293 изображен многогранный угол, 
который не получается конической конструкцией; на рисунке он 
представлен как объединение трех углов, строящихся с помощью ко­
нической конструкции).

Наиболее простой тип многогранника — это выпуклые многогранни­
ки. Пусть задано несколько плоскостей в пространстве; они разбивают 
пространство на части, и те из частей, которые ограничены, называются 
выпуклыми многогранниками (например, тетраэдр, параллелепипед, 
правильные многогранники). Чтобы убедиться в их выпуклости, доста­
точно провести плоскости, в которых лежат грани этих многогранни­
ков. Часто наиболее удобным способом проверки выпуклости служит 
следующий критерий: многогранник выпуклый тогда и только тогда, 
когда он вместе с любыми своими двумя точками содержит целиком 
весь отрезок, соединяющий эти точки. С помощью этого критерия лег­
ко убедиться в том, что призма, изображенная на рис. 294, не выпуклая.

Итак, выпуклые многогранники не исчерпывают всего запаса мно­
гогранников. Однако любой многогранник можно сложить, как из 
кирпичей, из выпуклых многогранников (рис. 295).

Рис. 294 Рис. 295
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Контрольные вопросы и задания

1. Что такое многогранник?
2. В чем состоит теорема Эйлера о выпуклых многогранниках?
3. Сколько есть различных типов правильных многогранников?
4. Какие правильные многоугольники могут быть гранями пра­

вильных многогранников?
5. Какой многогранник называется выпуклым?



ГЛАВА / 

МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ

§  29. Последовательности и их пределы

Задание числовой последовательности

Последовательность — это занумерованный ряд объектов. Можно 
строить последовательности чисел, функций, векторов, рассматривать 
последовательности событий, утверждений и др.

В качестве номеров, меток, определяющих порядок членов после­
довательности, обычно берут натуральные числа 1, 2, 3, ... Эти числа 
сами задают простейшую последовательность, порядок членов кото­
рой мы считаем известным.

Занумерованный ряд чисел ах, аг, а3, ..., ап, ... называется числовой
последовательностью.

Наиболее простой способ задания последовательности — это ее за­
дание с помощью формулы общего члена, т.е. формулы, явно выра­
жающей зависимость л-го члена последовательности от п.

Например, формула а„ = 2п задает последовательность четных чи­
сел 2, 4, 6, 8,...

Другим важным способом задания последовательности является 
так называемый рекуррентный способ, при котором задается выраже­
ние, связывающее n-Й член последовательности с одним или несколь­
кими предыдущими. Слово рекуррентный происходит от латинского 
слова рекурсия, что означает возврат. Вычисляя новый, очередной член 
последовательности, мы как бы возвращаемся назад, к уже вычислен­
ным, предыдущим членам.

Примеры
1. Рекуррентное соотношение а„ = а„_ х + 2 вместе с условием ах = 1 

задает арифметическую прогрессию с первым членом 1 и разно­
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стью 2: 1, 3, 5, 7, ... Это не что иное как последовательность не­
четных чисел.

2. Рекуррентное соотношение ап =  2а„ _ | вместе с условием а\ =  1 
задает геометрическую прогрессию с первым членом 1 и знаме­
нателем 2: 1,2, 22, 23, ... Это не что иное как последовательность 
степеней двойки, начиная с нулевой степени.
Кстати, иногда члены последовательности удобно нумеровать с 
нуля или вообще выбирать другой способ нумерации.

3. Рекуррентное соотношение ап =  а„ _ i + ап _ 2 вместе с условием 
а0 = 0, ay = 1 задает последовательность чисел Фибоначчи: 0,1, 
1,2, 3,5, 8, 13,21,...

Последовательность может быть задана словесным описанием, 
в котором определяется процесс построения членов последователь­
ности.

Например, описание «пусть а„ — это л-е простое число» задает по­
следовательность 2, 3, 5, 7, 11, 13,..., члены которой берутся из табли­
цы простых чисел или вычисляются каким-либо другим способом (на­
пример, с помощью решета Эратосфена).

Последовательность является дискретным вариантом понятия 
функции. В отличие от привычной функции типа y= f(x ), аргумент ко­
торой х  определен на некотором числовом промежутке, последова­
тельность а\, а2,..., а„ ,... можно считать функцией, аргумент которой п 
принимает дискретный ряд значений « =  1,2, 3,... Часто ее п-й член 
можно выразить как значение некоторой обычной функции у  = f[x) 
для х  = п: а„ =Дп).

Примеры
1. 1,4, 9, 16, ... — последовательность квадратов чисел натураль­

ного ряда. Формула общего члена: ап = и2. Можно считать, что 
ап — это значение функции у = х2 при х  — п.

2. 1, I ,  у , - ~  последовательность обратных чисел. Формула об­

щего члена: ап = —. Аналогично предыдущему примеру здесь
п

й„ = /(«), где/ i »  =  -  .
х

3. 1, 2, 6, 24, ... — последовательность факториалов. Формула об­
щего члена: а„ = п\.

Нам неизвестна функция у  =Дх), заданная при всехх > 0, значения 
которой при х  = п равнялись бы и!. Однако такая функция существует. 
Ее построил JI. Эйлер с помощью интегралов.
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4. Последовательность десятичных приближений к числу V2 . Зная 
способ вычисления десятичных знаков числа V2 = 1,414... , мы 
получим последовательность 1; 1,4; 1,41; 1,414;...

5. Последовательность цифр в десятичной записи числа к.

Первые 707 знаков этого числа были вычислены еще в XVIII в. 
(правда, в вычисления закралась ошибка). Сейчас компьютер легко 
выдает достаточно большое число знаков я:

3 ,1 ,4 , 1,5, 9, 2, 6, 5,3, 6,...
Числовые последовательности могут обладать свойствами, которые 

мы обсуждали при изучении обычных функций.

Числовая последовательность называется возрастающей, если каждый ее
член больше предыдущего, иными словами, если для всякого п > 1 верно не­
равенство ап> ап _ j.

Аналогично дается определение убывающей числовой последо­
вательности.

Вместе возрастающие и убывающие последовательности называ­
ются монотонными последовательностями.

Последовательность аь а2, ... можно изобразить «графиком», ко­
торый будет состоять из отдельных точек координатной плоскости 
(рис. 296). Так же, как и для обычных функций, по графику можно 
судить о различных свойствах последовательностей. Возрастающие и 
убывающие последовательности изображаются точками, лежащими 
на графиках монотонных функций.

°»>У 
4 --

3 --
ап

1
•

••

1 2 3 4 я

а
Рис. 296

б
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Ограниченные последовательности

Последовательность аи аг, аз,... называется ограниченной, если для ее членов
можно указать общу ю границу, т.е. такое число С, что неравенство |вл| < С вы­
полняется для всех номеров п.

Если последовательность является возрастающей, то для ее ограни­
ченности достаточно найти число С такое, что ап < С при всех п. Наобо­
рот, для ограниченности убывающей последовательности достаточно 
проверить неравенство вида ап > С, которое должно выполняться для 
всех п. Вообще, если для всех членов последовательности выполняется 
неравенство ап < С (ап > С), то говорят, что она ограничена сверху (сни­
зу). Если мы говорим об ограниченной последовательности, то ясно, 
что она ограничена как сверху, так и снизу.

Действия над последовательностями
Так же, как над произвольными функциями (заданными на одном 

и том же множестве), над последовательностями можно производить 
арифметические операции: сложение (вычитание) и умножение (де­
ление).

Суммой двух последовательностей ах, а2, а3, ••• и Ьх, Ь2, £>з,... называ­
ется последовательность сх, с2, с}, ..., образованная суммами соответ­
ствующих членов: сх = ах + Ьх, с2 = а2 + Ь2, с3 =  а3 + Ьъ, ...

Аналогично перемножаются две последовательности: dx =  ах ■ Ьь 
d2 = а2 - b2, d} = a y  b$,...

Если последовательность bx, Ь2, ... постоянна, т.е. если b„ = b для лю­
бого п, то произведение последовательностей ах, а2, ... и Ьх, Ь2, ... вы­
глядит так: Ьах, Ьа2, ... и называется произведением постоянного числа 
b на последовательность ах,а 2,...

Примеры
1. 1, 4, 9, 16,..., ап = п2.

Эта последовательность является возрастающей (аналогично 
тому, что функция у = х2 возрастает при х  > 0). Она не является 
ограниченной, так как п2 может стать сколь угодно большим.

Эта последовательность является убывающей: 1 > -  > -> .. . ,  что
1 2 3

аналогично убыванию функции у  = — для х  > 0. Последователь-
1 , ность ап =— является ограниченной: |а„| < 1. Разумеется, так как 
п



ГЛАВА 7. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ . 233

эта последовательность убывает, то каждый ее член меньше пер­
вого: а„ < ах = 1. Важно то, что она ограничена снизу: ап > 0.

3. а„ — п\
4. ап = 2п — 1.
5. ап = 2п~ \

Все эти три последовательности возрастают и не являются 
ограниченными.

6. ап — и-е десятичное приближение с недостатком к числу 72 . 
Эта последовательность возрастает и ограничена: ап < J 2 .

7. Последовательность цифр в десятичной записи, конечно, 
не может быть монотонной. Она всегда ограничена, так как
0 < а„ < 9.

С каждой последовательностью аи а2, а^, ... можно связать две но­
вых последовательности.

Последовательность сумм:
•*1 =  0\, 
si = а\ + а2;

= а\ + а2 + аз и т.д.
Последовательность сумм можно определить рекуррентно:

Ji =  а ь sn = sn- 1 + ап ■

Последовательность разностей:
Ci = а2 — йь 
с2~ аз~  о2; 
сз = а4 -  а3 и т.д.
Построим последовательности разностей для нескольких при-

меров.
1. (а„): 1, 2, 3 , 4,... а„ =  л;

( 0 :1 ,1 ,  1,... с„= 1.
2. (а„): 1, 3 ,5 ,7 ,  ... а„ — 2п— 1;

(с„): 2, 2, 2,... с„ =  2.
3. (а„): 1, 2, 2 \  2 \  ... =  2я _

(ся): 1 ,2 ,4 ,... с =  2" - 1
4. а„: 1, 22, З2, 42, ... а„ =  л2;

с„: 3, 5, 7 , . . . ся = 2и + 1.
5. а„: 1, 1, 2, 3, 5, 8,... а„ — числа Фибоначчи;

с„: 0, 1, 1, 2, 3 , ... с„ — те же числа со сдвинутым номером.
6. ап: 1, 23, З3, ... а„ = л3;

с„: 7, 19, 3 7 ,.. . с„ = (п + I )3 — и3 = 3 п2 + Зп + 1.
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Рассматривая эти примеры, можно заметить несколько законо­
мерностей. Если общий член последовательности записывается мно­
гочленом от и, то степень общего члена разностей будет на единицу 
меньшей. В примерах 1 и 2 член а„ линейно зависит от п, в примере 4 
квадратично, в примере 6 — зависимость кубическая. Соответствую­
щие последовательности разностей постоянны (степень 0), линейны 
или квадратичны. В последовательности 3 общий член задан показа­
тельной функцией. Общий член последовательностей разностей имеет 
тот же вид.

Аналогичные наблюдения можно сделать и для последовательно­
сти чисел Фибоначчи. Оказывается, что имеется общий закон — если 
последовательность задается как показательная функция от п, то по­
следовательность разностей будет пропорциональна той же показа­
тельной функции.

Это наводит на мысль о том, что построение последовательности 
разностей и ее свойства являются дискретным аналогом вычисления 
производной. Аналогично суммирование последовательности анало­
гично другой операции математического анализа — интегрированию.

Математическая индукция

Различные утверждения (теоремы) о последовательностях часто 
доказывают рассуждением, которое называется математической 
индукцией.

Пусть нам надо доказать утверждение вида: для каждого натураль­
ного числа п верно утверждение Р(п).

Метод математической индукции, применяемый для его доказа­
тельства, состоит в следующем.

1. Утверждение проверяется для начального значения п, т.е. дока­
зывается утверждение Р( 1).

2. Доказывается условное утверждение: если верно Р(п), то верно 
Р(п + 1): Р(п) => Р(п + 1).

Первый шаг в этом доказательстве называется базой индукции, вто­
рой шаг называется индукционным переходом.

Применим метод математической индукции в простом случае для 
доказательства формулы для суммы квадратов первых п натуральных 
чисел:

*„ =  р  + у  + ... + д* = "(и+1)(2” +1)
6
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Прежде всего, проверяем справедливость этой формулы для пер­
вых значений п:

1-2-3
П =  1 * , = ! =  ;

О
2-3-5п = 2 s, =1 + 4 = 5 = .

2 6
Затем предполагаем, что формула справедлива для суммы п — 1 

члена и доказываем, что она будет справедлива и для суммы п членов. 
Тогда от начальных значений п = 1, 2 мы сможем последовательно 
переходить дальше: 2 => 2 + 1  =  3, 3 = > 3 + 1  = 4 и  т.д., т.е. установим 
справедливость формулы для любого натурального п. Осталось прове­
сти выкладки.

- _  ( л - 1 ) ( я - 1  + 1 ) (2 (я -1 )  + 1) _  (л - 1 ) -« - ( 2 и  + 1)
Дано, v i ------------------~6 ~6 •

Доказать: , я = и(и+1>(2/, + 1).
6

, ( и - 1 ) - « - ( 2 и - 1 )  2 п // ,ч
Д о к а за те ль ств о : sn =  sn _ i +  ап =  --------------------------------+  п  =  —  ((п —  1)

6 6

(2п — 1) + 6п) =  — (2и2 + Зи + 1) =  + ) что и требовалось
6 6

доказать.
Важность каждого из двух пунктов при доказательстве теорем мето­

дом математической индукции поясним шуточным примером.
Допустим, что вы должны доехать на автобусе до некоторого места, 

находящегося от вас за несколько остановок. Вам нужно:
1) сесть в автобус;
2) знать, что если автобус приехал на какую-то остановку, то он 

приедет и на следующую.
Второе условие гарантирует, что если вы начали движение, то оно 

вас обязательно приведет к цели. Если же оно соблюдается, но вы не 
сели в автобус, то, разумеется, вы никуда не приедете.

Примеры
Чаще всего метод математической индукции применяется для 
доказательства формул, содержащих переменное натуральное 
число, скажем, и. Мы начали с доказательства формулы для сум­
мы квадратов натуральных чисел. Докажем аналогичным рассу­
ждением формулу суммы кубов первых п натуральных чисел:
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а) проверяем (устно) справедливость формулы при п =  1.
б) проводим индукционный переход. Для этого надо суметь запи­

сать формулу для двух последовательных значений натурально­
го аргумента, например, п и п + 1 или к — \и к .  Выражение для s„ 
нам дано. Подставим вместо п число п + 1, получим

(л + 1)2(л + 2)2
*>«+1

тл «2(и + 1)2 (я + 1)2(я + 2)2Итак, докажем, что s„ =----------- => s„+1 = ----------------—.
4 4

Переход основан на знании содержательной связи между s„ и sn + i: 
sn + i =  sn + (п + I)3- Подставляя в эту формулу условие теоремы

и2(я + 1)2 л2(и + 1)2 зS' = ----------- , преобразуем ее к нужному виду: ------------ + (и + 1) =
4 4

(л + 1)2 2 . (и + 1)2(я + 2)2= -------- (п + 4п + 4) = --------- -̂-------, что и требовалось доказать.
4 4

Индуктивные рассуждения используют не только в алгебре. При­
ведем пример.

Доказать, что п прямых на плоскости в общем положении (т.е. ни­
какие две из них не параллельны и никакие три не пересекаются

п2 + п + 2в одной точке) делят плоскость на а„ =----------- частей.
Д о к а за те ль ств о . Начнем с базы индукции. Пусть п =  1. Одна пря­
мая делит плоскость на две части. Проверяем формулу:

а, =  ̂+ ̂  + ̂  = 2 . Аналогично две (не параллельные) прямые делят
2 « 22 + 2 + 2 плоскость на четыре части, и действительно, а2 =-----------= 4 . Ана-

З2 +3 + 2 _ 2логично аг = ---- ----- = 7, что легко проверяется построением.

Выполняем индукционный переход. Предположим, что п прямых

в общем положении делят плоскость на П +П + 2 частей. Докажем,

, (п + 1)2 +(п +1) + 2 « п  что п + 1 прямые делят плоскость н а ---------- ^---------- частей. Посмо­
трим геометрически, сколько новых областей добавляется при прове­
дении (и + 1)-й прямой. Начнем проводить (и + 1)-ю прямую «издале­
ка, из бесконечности». Когда она «встретит» первую из проведенных 
ранее п прямых, добавится одна новая область (рис. 297). Затем при 
подходе к каждой новой прямой добавится одна новая область. Таких 
«подходов» будет п, так как по условию мы пересечем каждую из п пря-
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мых (параллельных прямых не может быть) и каждую из них отдельно 
от другой (общих точек пересечения не может быть). После пересече­
ния последней из п прямых, мы добавим в конце еще одну, (и + 1)-ю 
новую область.

Итак, число областей при проведении (и + 1)-й прямой увеличи­
лось на п + 1. Осталось сделать выкладки. Зная, что п прямых раздели­

л а  я +2 ,ли плоскость н а -----------области, мы получаем, что п + 1 прямая раз-

п2 + п + 2 п2 + п + 2 делит плоскость н а -----------+ (и + 1) область. Н о ------ ------+ (п + 1) =

(я2+ 2я + 1) + (л + 1) + 2 (я + 1)2 + (я + 1)+2 _—------------- -------------- = ----------- ^------— , что и требовалось доказать.

Термины индукция и дедукция часто противопоставляют друг дру­
гу, понимая под индуктивным умозаключением вывод, следующий из 
рассмотрения достаточно большого числа частных случаев, а под де­
дуктивным умозаключением вывод, следующий из исходных посылок 
с помощью логических правил вывода. В этом смысле метод математи­
ческой индукции является дедуктивным методом, коль скоро он позво­
ляет провести индукционный переход. Поэтому его иногда называют 
методом полной индукции, подчеркивая полноту доказанных утверж­
дений вида Р(п) при всех значениях п.

Метод математической индукции очень полезен в тех случаях, ког­
да ответ на вопрос, содержащий натуральный параметр п, неизвестен 
заранее. Тогда приходится угадывать ответ, строя правдоподобные ги­
потезы на основе анализа частных случаев (базы индукции).

Например, пытаясь найти формулу для суммы первых п нечетных 
чисел, т.е. найти s„ =  1 + 3 + ... + 2п — 1, легко заметить закономер­
ность, вычисляя первые значения sn:

si =  1; 52= 4; =  9; s4 =  16; s$ — 25,...
Напрашивается ответ: sn = и2. Проверка его с помощью индукци­

онного перехода уже не представляет труда: sn = п2 => sn + { = (п + I)2. 
Действительно, s„ + i = s„ + 2п + 1 =  и2 + 2л + 1 =  (и + I)2, что и требо­
валось доказать.

Пример
Дана последовательность чисел Фибоначчи 1, 1, 2, ...; а„ + 2 = 
=  а„ +1 + а„. Выразить сумму s„ ее первых п членов.
Для решения сначала выпишем достаточно много чисел 
Фибоначчи.

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377,
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Теперь выпишем последовательности частичных сумм.

1, 2, 4, 7, 12, 20, 33, 54, 88, 143, 232,...

Заметим, что это последовательность тех же чисел Фибоначчи, 
уменьшенных на 1, и сдвинутая на два номера.
Строим гипотезу sn = а\ + а2 + ... + а„ = а„ + 2 — 1.
Наши вычисления дают подтверждение сделанной гипотезы для 
первых двух номеров. Проведем индукционный переход. 
Предположим, что sn = ап + 2 — 1. Докажем, что sn + i =  а„ + 3 — 1. 
По построению сумм s„ + i = s„ + а„ + \ = а„ + 2 — 1 + а„ +1 =  а„ + i + 
+ а„ + 2 — 1= а„ + з — 1, что и требовалось доказать.

Разумеется, не всегда дело обстоит так просто — бывает так, что 
и правдоподобный ответ подобрать трудно, и переход провести не­
просто.

Предел последовательности

Двадцать пять веков (!) люди размышляют об одном из рассуждений древ­
негреческого ф илософа Зенона, жившего в V в. до н.э. Приведем цитату из 
«Войны и мира» Л .Н . Толстого: «Известен так называемый софизм древ­
них, состоящий в том, что Ахиллес никогда не догонит впереди идущую 
черепаху, несмотря на то, что Ахиллес идет в десять раз скорее черепахи: 
как только Ахиллес пройдет пространство, отделяющее его от черепахи, 
черепаха пройдет впереди его одну десятую этого пространства; Ахиллес 
пройдет эту десятую, черепаха пройдет одну сотую и так до бесконечно­
сти. Задача эта представлялась древним неразрешимой».

Нам эта задача кажется до смешного простой: Ахиллес пробегает

отрезки, равные 1, — , ,... от начального расстояния. Сложив бес-
.  10 10 , 1 1  1 10конечно убывающую прогрессию 1 + — к---- + ... = ------- = — , мы вы-

10 100 1-0,1 9
числим, какой путь пробегает Ахиллес до встречи с черепахой.

Однако в этом решении далеко не все так просто. Это решение 
основано на некотором бесконечном процессе, а представление о бес­
конечности содержит в себе много противоречий. Анализ этих проти­
воречий — задача скорее философии, чем математики.

Для того чтобы обосновать рассуждения, связанные с бесконечны­
ми процессами, математики XIX в. создали «теорию пределов», кото­
рая позволила поставить на прочный фундамент многие результаты 
предыдущих веков. Такие математические понятия как сумма бес-
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конечного ряда, производная, интеграл, непрерывность могут быть 
определены с помощью понятия предела, что позволит строго доказы­
вать и применять свойства этих понятий.

Одним из наиболее простых предельных переходов является вы­
числение суммы бесконечно убывающей геометрической прогрессии. 
Он основан на рассмотрении частичных сумм s„ = ai (1 + q + ... + qn~l) =

= а . Центральным местом рассуждения является утверждение о 
1 - q

том, что «предел последовательности q" при \q\ < 1 равен нулю». Попро­
буем уточнить понятие предела последовательности.

Число А называется пределом последовательности at, аъ  ..., если, начиная 
с некоторого места, все члены этой последовательности будут сколь угодно 
мало отличаться от А. Обозначение: А = lim ап .Л-ЮО

Вычислим пределы некоторых последовательностей.

1. ап = —. Ясно, что пределом этой последовательности будет чис-
п

ло 0. Действительно, взяв произвольное число а  > 0, мы можем 
найти такой номер последовательности, после которого каждый

член а„ будет меньше а  (т.е. \ап -  0| = — < а  ). Действительно, — < а
п п

<=>«>—, так что достаточно взять любое п, большее числа — .
а а

Итак, lim — = 0 .

2. lim -̂ г- = 0 при любом к > 0. Действительно, мы можем «решить
л - w .  п

неравенство» —г< а  <=> л* > — <=> и > —г  . Справа стоит вполне 
п а -

а к
определенное положительное число, которое указывает нам, с

1какого места число —г станет меньше наперед заданного числа
ч п па > 0.

3. lim#" = 0 при \q\ < 1.Л—КС
Сейчас уже «решить неравенство» \q\n < а непросто — для этого 

нужны логарифмы. (Запишем это решение: \q\" < а <=> п lg \q\ < lg а  <=>
1аа

<=> и > —;—-. Знак неравенства поменяется, потому что lg \q\ < 0 при 
ig k l

\q\< 1. Отрицательным будет и lg а ,  если а  < 1, и мы получим положи­
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тельную границу для п.) Однако нам не обязательно находить самое 
первое значение номера я, начиная с которого число \q\n станет меньше 
данного числа а. Достаточно дать оценку для степени \q\n. Это можно 
сделать, например, с помощью неравенства Бернулли: (1 + а)п > 1 + па,

верного при любом а > 0. Возьмем 1 + а = <=> а = \  ^  > 0. Получим
\ Я \  \ Я \

—— > 1 + па <=> | q I" < -------< —  . Ясно, что дробь —  (а > 0) может быть
| <71" 1 + па ап ап

сделана сколь угодно малой.
Вычислению пределов последовательностей помогают следующие 

простые свойства.
1. lim(a„ + Z>„) = lima„ + lim6.

Л—КС л - >  00 Л —У со

2. limca„ = clim a„.
Л -К О  л - >  00

3. lima,, bn = limап ■ limbn.
Л—УХ. П—yxi Л-> 00

a lim fl«
4. lim — = а=̂ — , если limЬ„ф О .

bn lim b„ и-*®
Л -> с с

Во всех этих равенствах предполагается, что все написанные преде­
лы существуют, или, как говорят математики, все последовательности 
являются сходящимися.

Примеры
Вычислим несколько выражений с помощью сформулирован­
ных свойств.

1. lim— .
П + 1

П /14-1 — 1 . 1Можно поступить т а к :----- = --------- = 1-------- .
п + 1 « + 1 п + 1 

Будем считать число 1 общим членом «постоянной» последова­
тельности, предел которой, конечно, равен 1:

lim — = lim 1---- — = lim l- lim -----= 1 -0  = 1.
л —к о  Ц  +  \  л - К С  /1  +  1  л —>0О Л —>оо П  +  \

Итак, lim—̂—  = 1, что мы, разумеется, знали и раньше (например,
л->* п + 1

когда проводили горизонтальную асимптоту для построения графика

функции у = ——  ).
х  + 1
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Можно было поступить по-другому: ——  = — и теперь восполь-
n + l 1 + 1

зоваться свойством пределов: п

п ! Uml j
lim —  = lim—Ц- = , = —  = 1.<*~«+i „ ^ 1 + i U m l+ i i+o

П n-w° П

»-*»3/j +п + 2" ™ п2 3 | 1 | 2 ^ "->« 2 + 1  + . 3 + 0 + 0 3
п п2) п п2

Существование предела

Рассмотрим такое число А = ̂ 2  + 72 + 7 2 + Г  . Что такая запись может 
обозначать? Можно начать с числа а, = V2 , затем перейти к числу

V2 + V2 , затем под последним корнем прибавить -J2 и так «продол­
жать до бесконечности». Мы столкнулись с последовательностью 
а 1, а2, ..., у которой а{ = 72 , а каждый следующий вычисляется по ре­
куррентной формуле an+l = yj2 + а„ или а2+1 =а„ + 2. Интересующее нас 
число надо понимать как предел последовательности (ап), т.е.

А = -\/2 + 72 + 72 + . . = lima„.П—УХ
Чему же равно число А и существует ли оно? «Перейдем в равенстве 

ali=a„ + 2 к пределу» (и чуть позже разберемся в смысле этих слов). 
Получим А2= А + 2, или А2 —А — 2 =  0, откуда А = 2 или А = — 1. Так как, 
судя по записи с радикалами, А > 0, то выберем значение А = 2, т.е.

V2 + 72 + 7 2 + Z  = 2.
Начнем с переходов к пределу. Они основаны на упоминавшихся 

ранее правилах перехода к пределу при арифметических действиях с 
последовательностями.

Равенство а2пЛ =а„ + 2 можно понимать как арифметическую связь 
между последовательностями: последовательность bn =  а„ + i — это та 
же последовательность (ап), только начинающаяся со второго ее члена, 
число 2 можно понимать как «постоянную последовательность» с„, где 
сп =  2 при всех и. Теперь рекуррентное соотношение запишем как
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b„ ■ b„ = a„ + c„. Применяя правило перехода к пределу, получим 
А2 = А + 2. При этом использованы два очевидных соображения: пре­
делы последовательностей ап и bn = а„ + 1 равны между собой, а предел 
постоянной последовательности равен значению каждого ее члена.

Казалось бы, все обосновано, и задача решена. Применим метод 
решения к последовательности, заданной рекуррентным соотношени­
ем а„ + 1 =  2а„ — 1. Обозначим lima,, через А и перейдем к пределу:

Л—КО

А = 2А — 1=>Л=1. Действительно, если возьмем ах =  1, то получим, 
что а2 = 2-1 —1 = 1,А) = 1и т.д., т.е. lima,, =  1. Однако, если мы начнем

Л - »  00

с а\ = 2, то получим последовательность 2, 3, 5, 9, 17, ..., общий член 
которой легко угадывается а„ = п2 + 1 (и легко проверяется по индук­
ции), но никакого предела у последовательности ап = п2 + 1 быть не 
может. Наша ошибка состоит в том, что сформулированные (без до­
казательства) правила обращения с пределами предполагают суще­
ствование пределов всех существующих последовательностей.

Понятно, что одни последовательности имеют пределы (сходящиеся 
последовательности), другие — нет (расходящиеся последовательности). 
Для доказательства сходимости последовательности часто бывает по­
лезен следующий признак.

Признак сходимости последовательности __________________________
Если последовательность монотонна и ограниченна, то она имеет предел.

Этот признак легко иллюстрируется с помощью числовой оси: 
двигаясь по ней в одну сторону и не имея возможности перейти через 
поставленный барьер, мы неограниченно приблизимся к некоторой 
точке числовой оси (рис. 298). Это утверждение (или ему эквивалент­
ное) обычно принимается в качестве одной из аксиом множества ве­
щественных чисел (аксиома непрерывности).

Рис. 298

В нашем примере с корнями последовательность (а„) была возрас­
тающей и ограниченной. Действительно, сначала проверим, что ап< 2 
при всех п. Применим индукцию: at = -J2 < 2 . Если а„ < 2, то а„ + 2 < 4 
и sja„ +2 < л/4 = 2 , что и утверждалось. Теперь докажем возрастание 
последовательности. Нам надо доказать, что an+1 = ̂ а„ + 2 больше, чем 
ап, т.е. проверить неравенство Ĵa„ + 2 > а„ . Так как а„ > 0, то его можно
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возвести в квадрат и получить для проверки неравенство а2п -  ап -  2 < 0. 
Решая неравенство х2 — х  — 2 < 0, получим промежуток (—1; 2), в кото­
ром лежат числа последовательности (0 < ап < 2). Существование пре­
дела полностью доказано.

Важным геометрическим примером применения пределов после­
довательностей является вычисление длины окружности и площади 
круга как пределов периметров и площадей последовательностей мно­
гоугольников.

Пусть дан круг радиуса R. Рассмотрим последовательность Мп 
правильных и-угольников (я > 3), вписанных в эту окружность 
(рис. 299). Обозначим через рп периметр М„, а через S„ — его пло­
щадь. Легко представить себе (но непросто доказать), что последо­
вательности рп и S„ возрастают. Если р — длина окружности (грани­
цы взятого круга), a S  — площадь круга, то рп < р и S„ < S. Это 
означает, что последовательности рп и S„ монотонны и ограничены. 
Значит, по признаку сходимости, они должны иметь предел. Опять 
же «геометрически ясно», что lim р„ = р и lim S„ = S, т.е. длину

Я —>со Л -> о>

окружности и площадь круга можно вычислить как пределы после­
довательностей периметров и площадей правильных вписанных 
многоугольников.

Чтобы полностью разобраться в деталях приведенного рассужде­
ния, надо проделать довольно большую работу. Наметим ее основные 
этапы.

1. Чтобы получить удобные формулы, связывающие два сосед­
них многоугольника, берут последовательность не всех мно­
гоугольников, а только тех, которые получаются удвоением 
сторон. Например, взяв в качестве первого члена A t правиль­
ный треугольник А\ = Л/3, потом удваивают число сторон: 
А2 =  М2 ■ з, Аз =  Мгг1, и т.д. Так как каждый многоугольник 
является частью следующего (рис. 300), то теперь действи­
тельно очевидно возрастание последовательностей периме­
тров и площадей.
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2. Если понятия длины окружностир и площади круга S  определе­
ны заранее, то неравенства рп < р и S„ < S  выполняются в силу 
свойств длин и площадей: длина объемлющей больше длины 
объемлемой для выпуклых линий, и площадь части фигуры 
меньше площади всей фигуры. Теперь надо доказать, что 
lim р„=р и lim Sn = S, т.е. что действительно последовательно-
л —К С  л —> Х

сти периметров и площадей имеют своими пределами числа р 
и S. Для этого надо провести оценки разностей р — рпи S  — Sn. 

Заметим, что иногда рассмотренная нами конструкция использует­
ся для определения длины окружности и площади круга. В этом случае 
надо дать другую оценку для ограниченности р„ и S„, использовав, на­
пример, многоугольники, описанные около данного круга.

3. Было бы интересно сравнить пределы последовательностей р„ и 
S„ с известными нам формулами длины окружности и площа­
ди круга. Для этого нам понадобятся приближенные значения 
синуса.

Пусть М„ — правильный «-угольник, вписанный в окружность ра­

диуса R, а„ — его сторона, h„ — его апофема. Тогдар„ = па„, S„ = 1  na„h„.

К  71Выразим ап и Ип через R: ап = 2i?sin— , h„ = R cos— . Получим формулы
п п

р„ = 2 Ли sin —, Sn - R2n sin — cos — = =  — «sin—  . При больших n 
n n n 2 n

(и, следовательно, малых углах — и — ) имеем приближенные равен-
п п

л л . 2тг 2л _ства sin — а — , sin —  * —  , что на языке пределов может быть запи- 
п п п п

сано так: lim « sin — = л и lim п ■ sin —  =  2л. Получаем известные
я —y~s~ y i  л - » о о  у \

формулы: lim рп = 2лR и lim Sn = nR2.Я—>0О Л—>х

Суммирование ряда

Возьмем кусок пирога. Отрежем от него половину, затем половину от 
оставшегося и т.д. Ясно, что на последовательных шагах мы отрезаем

куски, равные - ,  - ,  -  и т.д. от всего пирога. Продолжая этот процесс
2 4 8

«до бесконечности», мы, разумеется, исчерпаем весь пирог. Символи­
чески этот результат можно записать так:
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Разумеется, на практике невозможно измельчать кусочек пирога до 
бесконечности, но математика давно придумала способ, как описы­
вать подобные бесконечные процессы.

Рядом называется последовательность, у которой хотят найти сумму всех ее 
членов.

Запишем ряд: ах + а2 + + ...
Вычислим п-ю частичную сумму sn последовательности я ь аъ я3, ... 

Ее же называют частичной суммой ряда.

Пусть с ростом п частичная сумма sn неограниченно приближается к некото­
рому числу s. Тогда число s называют суммой ряда и записывают так:

Можно сказать, что число 5 является пределом последовательности 
5i, 5г,... частичных сумм: 5 =  lim s„. Рассмотрим лишь несколько про­
стых примеров.

Примеры
1. Исторически первый неочевидный (как говорят математики, 

нетривиальный) пример суммирования бесконечного числа 
слагаемых принадлежит Архимеду. Архимед вычислил «квадра­
туру параболы», т.е. подсчитал площадь фигуры, ограниченной 
частью квадратичной параболы (рис. 301). Архимед разбил пло­
щадь параболического сегмента на треугольники. При этом он 
подсчитал, что площадь каждого нового треугольника в 4 раза 
меньше площади предыдущего. Зная площадь первого треуголь­
ника fli =  1, они пришел к необходимости подсчитать бесконеч­
ную сумму

а\ + аг аъ + ••• =

У,

Нарисовав квадратики с уменьшаю­
щимися вдвое сторонами (и, следова­
тельно, вчетверо уменьшающимися пло­
щадями), он увидел, что, складывая по 
три четверти этих квадратиков до беско­
нечности, он получит площадь всего ква-

0 1 
2

Рис. 301
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3
драта. Чтобы — площади первого квадрата равнялись бы площади

4
первого треугольника, вписанного в параболический сегмент, надо,

3
чтобы -  а2 = 1, т.е. чтобы площадь исходного квадрата а2 равнялась бы
4 4
—. Это и будет площадь параболического сегмента. Архимед произвел

«квадратуру» — построил квадрат, равновеликий данной фигуре. 
Фактически он нашел сумму бесконечной геометрической про-

1 , 1 1  4-  : 1 + -  + ^г
4 4 4

Пример

грессии с первым членом 1 и знаменателем — : 1 + — + — +.

Найти сумму s ряда ——к ——ь----- к .. .
1-2 2-3 3-4 

Частичную сумму этого ряда мы вычислили ранее:
1 1  1 , 1

Sn — ------1------- h ... Н--------------1 "
1-2 2-3 п(п +1) п + 1

Ясно, что с ростом п дробь —— неограниченно приближается
п + 1

к нулю, а сумма s„ приближается к числу 1, которое и является 
суммой ряда.
Ответ: s=  1.

Геометрическую прогрессию называют бесконечно убывающей, если ее знаме­
натель q по модулю меньше единицы: \q\ < 1.

Такое название возникло потому, что при |<?| < 1 общий член про­
грессии ап = axq" ~ 1 становится сколь угодно малым, «бесконечно 
убывает».

Найдем сумму бесконечно убывающей геометрической прогрессии 
с первым членом ах и знаменателем q (|#| < 1).

Вычислим сумму п ее членов:

-1 1-<7" sn =ai +alq+...+alq = ах ■ .
1 - q

Разобьем sn на два слагаемых:
ах q"

s„ = z----ах----•1 - q  1 -q
Первое слагаемое постоянно, а второе «бесконечно уменьшается» 

с ростом п.
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При сложении «до бесконечности» мы отбрасываем эту добавку 
и получаем формулу

1 - q  '

Проверяя эту формулу при а\ =  1, q = - ,  получаем результат Архи-
4

меда: площадь параболического сегмента с основанием 2 и высотой 1
4равно —.

С помощью формулы суммы бесконечно убывающей геометриче­
ской прогрессии легко обращать периодические десятичные дроби 
в обыкновенные.

Примеры
1. Обратить дробь а =  1,444... =  1,(4) в обыкновенную. Число

1,444... — это запись суммы 1 + 0,4 + 0,04 + 0,004 + ... Сумму
0,4 + 0,04 + ... можно рассмотреть как сумму бесконечно убы­
вающей геометрической прогрессии с первым членом at = 0,4 
и знаменателем q = 0,1. Выполняем подсчеты:

, , 0,4 . 4 13а = 1 + —— = 1 + — -—  = 1 + -  = — .
1 - q  1-0,1 9 9

2. а = 2,3(12) =  2,312121212... Запишем равенство:

а =  2,3 + 0,012 + 0,00012 + ... =  2,3 + 0,012 (1 + 0,01 + 0,012 + ...).

В скобках стоит бесконечно убывающая геометрическая прогрес­
сия со знаменателем q = 0,01. Применяем формулу:

„ 3 12 1 ,  3 4 „ 103 763
q — 2 н----- 1-------------- — 2 н------1-------- — 2 н------ —----- .

10 1000 0,99 10 10-33 330 330
Теория пределов помогла обосновать многие рассуждения о сумми­

ровании рядов, однако она не устранила всех противоречий, которые 
возникают, если «легкомысленно» пользоваться этим понятием. 

Рассмотрим, например, такой ряд:

1 -  1 + 1 -  1 + ...

Его частичные суммы попеременно равны то единице (при нечет­
ных п), то нулю (при четных п):

1 =  1,1 — 1 = 0 , 1  — 1 + 1 =  1и  т.д.
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Поэтому наш ряд не имеет суммы в смысле обычной теории преде­
лов. Но может быть, можно его сумму «сосчитать» другим способом. 

Итак, пусть 5 =  1 — 1 + 1 — 1 + ...
Сделаем преобразования:

5 =  (1 -  1) +  (1 -  1) +  ... =  0 +  0 +  ... =  0.

Поступим иначе:

S=  1 — (1 — 1) — (1 — 1) — ... =  1 — 0 — 0 — ... =  1.

А если так:

S =  1 — (1 — 1 + 1 —...) =  1 — 5=> 2S=  1 => S =  i .

Так чему же равно S  — нулю, единице или половине? Ответ на этот 
вопрос зависит от определений, соглашений, принимаемых нами
о том, что мы понимаем под суммой бесконечного ряда 1 — 1 + ... 
При некоторых разумных и весьма полезных соглашениях получается

с 1как раз последний ответ S  = — , кажущийся самым нелепым.

Контрольные вопросы  и зад ан и я

1. Что такое числовая последовательность?
2. Какие вы знаете способы задания последовательности?
3. Какими рекуррентными соотношениями задаются прогрес­

сии?
4. Какие свойства последовательностей вы можете определить?
5. Как задается последовательность чисел Фибоначчи?
6. В чем состоит метод математической индукции?
7. Что такое предел последовательности?
8. Какой признак сходимости последовательности вы знаете?
9. Приведите геометрические примеры сходящихся последова­

тельностей.
10.Что такое ряд и его сумма?
11. Что такое бесконечно убывающая геометрическая прогрессия?
12. Как найти сумму бесконечно убывающей геометрической прог­

рессии?
13. Как записать периодическую десятичную дробь в виде суммы 

постоянного числа и бесконечно убывающей геометрической 
прогрессии?
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§  30. Производная и ее вычисление

Механический смысл производной

Производная — это скорость. Представим 
себе, что мы едем в кабине автомашины 
по прямолинейному шоссе. Посмотрим на 
счетчик километража. Запомнив показания 
счетчика в начальный момент, можно опре­
делить проделанный путь в любой момент 
времени. Посмотрим на стрелку спидометра. Рис. 302
Она покажет скорость движения в данный
момент (рис. 302). Так с нашим движением связаны две величины — 
путь s и скорость v, которые являются функциями времени t: s = s(t), 
v = v{t).

Функции s h v  связаны между собой. В конце XVII в. великий 
английский ученый Исаак Ньютон открыл общий способ описания 
этой связи. С помощью этого способа для каждой функции 5 можно 
построить новую функцию и. Эту функцию называют производной 
функции s, а сам переход от функции j  к  функции v — дифференци­
рованием.

Открытие Ньютона явилось поворотным пунктом в истории есте­
ствознания. Оказалось, что количественные характеристики самых 
различных процессов, исследуемых в физике, химии, биологии, в 
технических дисциплинах, могут быть выражены на языке математи­
ческого анализа, изучающего связи между функциями и их произво­
дными.

Самой важной и самой простой моделью для построения производ­
ной остается изученная еще Ньютоном модель механического движе­
ния. В этой модели исходной функцией является путь, ее произво­
дной — скорость. Вот почему

самым простым и коротким ответом на вопрос, что такое производная, явля­
ется такой: производная — это скорость.

А  что такое скорость? Оказывается, на этот простой вопрос ответить не 
так просто. Прочтите диалог между водителем (женщиной) и полицей­
ским, остановившим автомобиль за превышение скорости. Он взят из 
знаменитых «Фейнмановских лекций по физике»:
—  Мадам, Вы нарушили правила уличного движения. Вы ехали со скоро­
стью 90 км/ч.
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—  Простите, это невозможно. Как я могла проехать 90 км/ч, если я еду все­
го лишь 7 минут!
—  Я имею в виду, мадам, что если бы вы продолжили ехать таким же об­
разом, то через час вы бы проехали 90 километров.
—  Если бы я продолжала ехать, как ехала, еще час, то налетела бы на стен­
ку в конце улицы!
—  Ваш спидометр показывал 90 км/ч.
—  Мой спидометр сломан и давно не работает.
Вы видите, что полицейский не смог объяснить, что такое скорость 90 км/ч. 
А  вы смогли бы?
Попробуйте объяснить, что такое скорость равномерного движения и как 
ее можно измерить.

Разберемся в том, что же такое скорость произвольного движения.

Средняя и мгновенная скорости

Пусть точка движется по прямой и задан закон, по которому можно 
вычислить путь j  как функцию времени t:

s= s(t).

Например, если точка движется равномерно со скоростью v, то 
s = vt (считаем, что при t — 0 путь s = 0). Если точка движется под дей-

gt2
ствием силы тяжести с нулевой начальной скоростью, то s = (мы
считаем, что g — ускорение свободного падения — постоянно). Воз­
можны и другие законы движения. Так, тело, запущенное с поверхно­
сти Земли вертикально вверх с начальной скоростью, позволяющей 
полностью преодолевать земное притяжение (вторая космическая 
скорость), удаляется от центра Земли по закону s = A(t + С)2/3, где А 
и С — некоторые константы.

Определим среднюю 
скорость точки за проме­
жуток времени [/,, t2], как 
отношение пройденного 
пути ко времени движения 
(рис. 303):

5(/2)-5(Г,)
ср

Рис. 303

<2 -< 1
Определим скорость 

точки в момент времени t\
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(ее в механике называют мгновен- Мгновенная
ной скоростью; рис. 304). Для этого скорость
вычислим среднюю скорость за про­
межуток времени [t\, tj\. Уменьшая 
отрезок [?,, t2], т.е. приближая t2K f,, 
мы заметим, что значение средней

Рис. 304скорости при этом практически не 
меняется, а вернее, приближается
к некоторому числу, которое и считается значением скорости в момент 
времени t\.

Пример

Длина пути задается функцией j  = - — . Зафиксируем произ-
2

вольный момент времени и вычислим среднюю скорость на от­
резке [/; /i]:

= jftbjCQ = ^ / 2 - ^ / 2  = g t-? _  = £  
р / ,- /  / ,- /  2 t i- t  2

Если стягивать отрезок [/; /,] к точке /, т.е. брать значения /, все 
ближе и ближе к t, то сумма tx+1 будет приближаться к t + t = 2t, 

g g
а все выражение —(t\ + t) — к —2t = gt. Это и есть мгновенная
скорость в точке V. v=gt. Переход от средней скорости на отрезке 
[?; ?i] к мгновенной скорости в точке t при стягивании отрезка 
[?; fi] к точке t называется предельным переходом. Обычно говорят

так: при стремлении t\ к t выражение у  (/) + t) стремиться к gt.

Запишем это:

lim ̂ { tx + t) = gt.
h->' 2

Используя слово «предел», можно сказать, что мгновенная скорость в точке 
1 — это предел средней скорости при стягивании отрезка, на котором измеря­
ется эта скорость, к точке t.

Средняя скорость вычисляется для каждого отрезка времени, мгно­
венная скорость вычисляется в каждый момент времени.

Средняя скорость является приближением к мгновенной, и это 
приближение тем точнее, чем меньше отрезок.
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Геометрический смысл производной

Производная — это угловой коэффициент касательной. Одновременно с 
Ньютоном к задаче нахождения производной пришел немецкий мате­
матик Г. Лейбниц, изучая касательные к произвольным кривым.

Наглядное представление о том, как провести касательную, есть у 
каждого человека. Надо вообразить себе, что кривая изготовлена из 
жесткого материала (например, из проволоки), и вы приставляете ли­
нейку так, чтобы она коснулась кривой в выбранной точке (рис. 305).

Если вы вырезаете из бумаги криволинейную фигуру, то ножницы 
направлены по касательной к ее границе.

Постараемся перевести наглядное представление о касательной на 
более точный язык. Будем считать, что кривая — это ломаная с очень 
большим числом маленьких звеньев. Именно такая точка зрения была 
у создателей дифференциального исчисления. В первом учебнике по 
анализу, написанном 300 лет назад последователем Лейбница марки­
зом Лопиталем, дано следующее определение касательной: «Если про­
должить одно из маленьких звеньев ломаной, составляющих кривую 
линию, то эта продолженная таким образом сторона будет называться 
касательной к кривой» (рис. 306).

Рис. 305 Рис. 306

Хорошее представление о касательной дает следующее описание. 
Посмотрим в микроскоп на маленький участок кривой. На рисун­
ке 307 в разных масштабах изображены участки одной и той же пара­
болы около точки М. На первом графике (рис. 307, а) видно, что пара­
бола искривлена, на втором (рис. 307, б) это искривление уже менее 
заметно, а на третьем (рис. 307, в) — участок кривой почти неотличим 
от отрезка прямой линии, которая и является касательной к параболе 
в точке М.
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Рис. 307

Более точно объяснить, что такое касательная, также не просто, как 
и дать точное определение скорости. Для этого понадобится предель­
ный переход, аналогичный тому, который мы совершили при опреде­
лении скорости.

Пусть дана некоторая кривая и точка Р  на ней (рис. 308). Возьмем на этой 
кривой другую точку Р! и проведем прямую через точки Р и Pv Эту прямую 
обычно называют секущей. Станем приближать точку Pt к Р. Положение се­
кущей РРХ будет меняться, но с приближением Р, к Р  начнет стабилизировать­
ся. Предельное положение секущей РР\ при стремлении точки Р\ к точке Р и 
будет касательной к кривой в точке Р.

Как перевести описанное построение 
на язык формул? Пусть кривая является 
графиком функции у  = / ( * ) ,  а точка Р 
задана своими координатами (х , у). Ка­
сательная является некоторой прямой, 
проходящей через точку Р. Чтобы по­
строить эту прямую, достаточно найти 
ее угловой коэффициент.

Обозначим угловой коэффици- у , 
ент касательной к. Сначала найдем д   ̂
угловой коэффициент к\ секущей 
РР\. Пусть абсцисса точки Pi равна
х\. Из рисунка 309 ясно, что

,, , , ,  ч /М
ку -— - —-— . Для нахождения к 

хх —х
надо устремитьХ\ кх. Тогда точка Р\ 
начнет приближаться к точке Р, о 
а секущая РР\ — к касательной

Рис. 308

-/С*)

-------------- ------- ►
X Х\ X

Рис. 309
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в точке Р. Таким образом, угловой коэффициент касательной можно
/(JC,) — /(х )наити как предел выражения----------------  при стремленииХ\ кх , или,

хх—х

в символической записи, к(х) = lim
*1-* Xj — X

Мы пришли к той же задаче, которая встретилась при нахождении 
скорости — осуществить предельный переход в выражении вида
/(*1 ) - / ( * ) при стремлении х, к х. Этот предельный переход называ­

ется дифференцированием функции f

Дифференцирование, или нахождение производной, — это новая математиче­
ская операция, имеющая тот же смысл, что в механике — нахождение скоро­
сти, а в геометрии — вычисление углового коэффициента касательной.

Для нахождения производной в данной точке надо рассмотреть ма­
ленький участок изменения аргумента около этой точки. Производная 
приближенно равна средней скорости на этом участке (на языке ме­
ханики) или угловому коэффициенту секущей (на языке геометрии). 
Для точного вычисления производной надо совершить предельный 
переход — стянуть отрезок изменения аргумента в точку. Тогда средняя 
скорость превратится в мгновенную, а секущая — в касательную, и мы 
вычислим производную.

Определение производной

Математический анализ, созданный Ньютоном и Лейбницем, долго 
развивался на основе интуитивного понятия производной как «скоро­
сти изменения функции». Современное определение производной по­
явилось лишь в XIX в. после того, как были уточнены основные поня­
тия математического анализа: вещественное число, функция, предел. 
С их помощью можно дать следующее определение производной.

Производной функции у = Дх) называется предел отношения ----- !-----------
х, — х

при стремлении .Vj к х.

Исторически сложилась символика для обозначения участвующих 
в этом определении выражений. Разность значений аргумента обозна­
чают двойной буквой Ах («дельта икс») и называют приращением аргу­
мента, а разность значений функций — Ау — приращением функции.
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Иначе говоря, разность х, — х  обозначается Ах (и тогда х х = х + Дх), 
а разность f ix  + Дх) — fix)  обозначается Ду. Средняя скорость измене-

Дуния функции записывается так: —  . Стягивание отрезка в точку озна-
Дх

чает стремление Дх к нулю (рис. 310). Производную функции у  =f[x) 
обозначают с помощью штриха: у' или / ' .  Получается новый вариант 
определения производной.

Рис. 310

Производной называется предел отношения приращения функции к прираще­
нию аргумента, когда приращение аргумента стремится к нулю.

Символически определение производной можно записать так:

- ,• АУ ДУ у = lim —  или —— > у .
Дх->0 Дх Дх Дх->0

Как поступают при вычислении производной?
Первый шаг: вычисляют Ду — приращение функции на отрезке

г 1 Ду[х, х  + Дх — и составляют отношение —  .
Дх

Второй шаг: полагают, что Дх приближается к нулю, и находят, к ка-
Дукому значению приближается отношение —  при Дх -» 0.
Дх

Предельные переходы

При определении скорости, при нахождении углового коэффициента 
касательной, при вычислении производной мы совершаем предель­
ные переходы. Попробуем более точно описать их суть.
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Мы рассматривали переменные величины. Пусть, например, пере­
менная у является функцией переменной величины х. Нас интересует 
поведение у  при приближении аргумента х  к некоторому значению а. 
Отметим, что значение а может входить в область определения функ-

1 -х 2ции, а может и не входить. Так, исследуя функции у\ = Ъ + х2, У2 = -------,
Г  1 1~ хл /х - I  X _ ,уз =  —z---- , у4 = ------ вблизи значения х = 1, замечаем, что это значе-

х -1  х + 1
ние можно подставить в формулы для у\ иу4 и нельзя в формулы для у2 
и уз. Предельный переход для функций у\ и у4 при приближении х к 1 
(при х -> 1) совершить просто — надо вычислить значения этих функ­
ций п р и х =  1:

lim  у х =  lim  (3 + х2) = 3 + 1 = 4; lim  у4 = l i m ^ -  = - .
х —>1 jc—>1 л —>1 jc—>1 X  + 1  2

Так обычно ведут себя все функции, заданные известными нам 
формулами:

предел функции при стремлении аргумента к значению а, входящему в область 
определения, равен значению функции в точке a: lim fix) =fia), если а входит

Х - * \

в область определения функции/

Этот принцип, который отражает непрерывность всех известных 
нам функций вблизи тех точек, где они определены, позволяет осу­
ществить большое количество важных предельных переходов. Мы так 
и будем называть его: принцип непрерывности.

Принцип непрерывности удобно формулируется на языке приращений: если
Дх —> 0, то Ду—> 0.

Предельные переходы для функций у2 и у3 прих -» 1 так просто осу­
ществить нельзя: у2 иу3 не определены при х = 1. То, что мы хотим еде-

Xлать с этими функциями, поясним на примере функции у5 =  — . Ясно,
х

что при всехх * 0 значения этой функции равны 1. При х =  0 эта функ­
ция не определена, но очевидно, что ее предельным значением при 
х -> 0 надо считать у = 1. Это значение получается при сокращении

числителя и знаменателя дроби — на х. Аналогичное сокращение
х

можно произвести и для функций у2 иу3:
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_ \[ х  —1_ у[х—\ _ s f x —l _ 1
х 2- 1  (х — 1)(х + 1) (,/х  -l)(V x  + 1)(х + 1) (Vx + 1)(x + 1)

Полученные после сокращения выражения уже определены при 
х  =  1 и поэтому предельные значения можно получить, подставляя в 
них число 1 вместо х:

limу2 = lim (1+ х ) =  1 + 1 = 2;X—>1 X—>1

11111 ут, -- 11111 р= — ----------------  — -- .
х->1 *-*(> /х+1)(х+1) (1 + 1)(1 + 1) 4

Приведенные примеры не исчерпывают всего разнообразия встре­
чающихся случаев — в дальнейшем мы будем рассматривать и более 
сложные предельные переходы.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие ключевые слова, встретивши­
еся в этом параграфе: средняя скорость, мгновенная скорость, 
секущая, касательная, приращение аргумента, приращение 
функции, производная. Приведите примеры их использования.

2. Какое движение называется равномерным?
3. Как вычислить скорость равномерного движения?
4. Что такое средняя скорость неравномерного движения?
5. Как вычислить мгновенную скорость точки?
6. Чем отличается мгновенная скорость от средней скорости?
7. Что можно сказать о движении, если его средняя скорость одна 

и та же на любом отрезке времени?
8. Что такое касательная?
9. Как вычислить угловой коэффициент секущей, проходящей че­

рез две точки графика некоторой функции?
10. Как найти угловой коэффициент касательной?
11. Для какой функции касательная к ее графику совпадает с самим 

графиком?
12.Что такое производная?
13. Как вычислить производную?
14. Что такое производная с механической точки зрения?
15.Что такое производная с геометрической точки зрения?
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§ 3 1 .  Вычисление производной

Схема вычисления производной

Производные вычисляем по следующей схеме:
1. Находим приращение функции у  = f[x) на промежутке

[х; х + Дх]:
Ау =Дх + Дх) — fix).

2. Делим приращение функции на приращение аргумента, т.е. на­
ходим среднюю скорость роста функции/ на отрезке [х; х + Дх]:

_  Ау _ / ( х  + Л х )-/(х )  
ср Дх Дх

3. Переходим к пределу, т.е. стараемся преобразовать среднюю

скорость —  так, чтобы можно было легко увидеть мгновен-
Дх

ную скорость — функцию, значение которой в точке х близко к 
Ду—  при малых Дх. В этих преобразованиях часто удается со- 
Дх
кратить Дх.

Примеры
1. Производная постоянной функции у  —С.

Функция определена на всей вещественной оси 'А и принимает 
постоянное значение С в каждой точке, поэтому ее приращение

Ду =  С — С =  0 => vc„ =  —  = 0.
Дх

Так как отношение —  постоянно и равно нулю, то произво-
Дх

днаяу тоже равна нулю: у' = 0. Итак,

производная постоянной равна нулю (рис. 311).

У '
с

У =с

У ‘.

оJI>4

0 X 0 X

Рис. 311
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2. Производная линейной функции у  =  ах + Ь.
Функция определена на всей вещественной оси R, и ее прира­
щение равно

Ау -  а(х + Ах) + b — (ах + Ь) = ах + аАх + b — ах — Ь =
Ду а Ах = а Ах => —-  = ------ =  а.
Ах Ах

АуОтношение —  является постоянным. Поэтому в качестве про- 
Ах

изводной надо взять функцию, принимающую это постоянное 
значение а: у' = а. Итак,

производная линейной функции равна коэффициенту' при переменной.

Полученный результат неудивителен — линейная функция со­
ответствует равномерному движению, скорость которого посто­
янна (рис. 312).

3. Производная функции у = хг.
Вычислим Ау:

Ау = (х + Ах)3 — х3 = Зх2Дх + Зх(Ах)2 + (Ах)3.

Найдем отношение: —  — Зх2 + ЗхДх + (Ах)2. 
Дх АуПри малых значениях Дх величина дроби — определяется

Дх
только первым слагаемым. В качестве производной надо взять 
функцию ̂ (х) =  Зх2 Получаем/ =  Зх2 (рис. 313).

4. Производная функции у = 1

Эта функция определена при всехх, кроме х =  0. Найдем отно­
шение приращения функции к приращению аргумента:

Ау-- 1 1 Дх .  АУ 1
х + Дх х х(х + Дх) Дх х(х + Дх)
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При малых значениях Ах выражение х + Дх близко к х, а вся

дробь-------------- мало отличается от дроби —— = —1-. Следо-
х(х + Дх) хх х

вательно, у  = 1 (рис. 314).

Эти примеры затрагивали только многочлены и дроби — 
рациональные функции. При вычислении производной

рациональной функции дробь —  всегда сократится на Дх.
Дх

После этого можно подставить Дх = 0 и получить произ­
водную.

5. Производная функции у  = л/х .
Эта функция определена при всехх > 0:

Ау-- I-----— г  ДУ л/х + Дх -  л/х
^л/х +  Д х - л / х  , — —  = ------------------------.

Дх Дх
Для того чтобы сократить дробь на Дх, умножим ее числитель 
и знаменатель на сумму радикалов:
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Ay _ sJx + Ax -  yfx -Jx + Ax + \[х 
Ах

х + Ах — х
Ах yJx + Ax + -Jx Ax(-J х  + Ах + у[х)

_  Ах _  1
Ax(\Jx + Ах +yfx) yJx + Ax +\[х

При малых Дх значение корня J x  + Ax приближается к %/х . По­
этому при переходе к пределу надо заменить J x  + Ax в знамена­
теле на л/х :

1 1
\[х + \[х 2л/х

(рис. 315).

Правила дифференцирования

1. Производная суммы  _______________________________________________
Производная суммы двух функций равна сумме их производных:

(и + v)' =  и' +  v'.

2. Вынесение постоянной за знак производной _____________________
Если функцию умножить на постоянное число, то и производная умножится 
на это число:

(Су)' = Су'.

3. Производная произведения __________
(uv)' = и\> + uv'.

4. Производная частного

Д оказательство. 1. Пусть функция w равна сумме функций и и V, 
т.е. w(x) = и(х) + v(x). Вычислим Aw = w(x + Дх) — w(x) = и(х + Дх)+ 
+ v(x + Дх) — [и(х) + v(x)] — и(х + Дх) — и(х) + v(x + Дх) — v(x) = Д и + 
+ Ду.
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Составим дробь :
Дх

Aw _ Дм + Ди _ Дм До 
Дх Дх Дх Дх 

Средняя скорость роста суммы двух функций равна сумме сред­
них скоростей слагаемых. При переходе к пределу это соотно-

Дм _ Ди -шение должно сохраниться: если —  близко к и , а —  близко к
Дх Дх

Дм Ди _ , , , -г Aw , , ,v , то — + —  близко к и + v . И так ,------ > и + у , т.е.
Дх Дх Дх

(м + v)' = и' + V'.

2. Вычислим приращение функции Су:

А(Су) = Су(х + Дх) -  Су(х) =  С Ау, ^ у ) = с ^
Ах Дх

При умножении функции на постоянное число средняя скорость
также умножится на это число. Это соотношение сохранится

Ду Дуи в пределе, т.е. если —  близко к у ', то С —  близко к Су'.
Ах Дх

Итак,
(Су) -» Су', т.е. (Су)' = Су'.

х
3. Вычислим среднюю скорость изменения произведения.

Пусть у  = uv. Тогда Ау =  м(х + Дх) v (х + Дх) — м(х) v(x). Заменим 
м(х + Дх) на и(х) + Ди и v(x + Дх) на v(x) + Ду. Получим:

Ду = (и + Дм) (у + Ду) — му = м Ду + Дму + Ди Ду;
Ау =  Дму +  и Ду +  Дм Ду;
Ду Ди Ди Дм .—  = — и + м —  + — До .
Дх Дх Дх Дх

Пусть Дх -> 0. Тогда —  —> и', —  —> у'. Сделаем предельный пе- 
Дх Дх

_ Дм , Дм , _реход в каждом слагаемом. Е с л и ------ > и , то —  у —> и у. Если
Дх Дх

Ди , Ди ,-------> V , то и ------ > ну . Третье слагаемое является произведени-
Дх Дх

ем двух переменных множителей, ведущих себя по-разному при

Дх -> 0. Мы уже знаем, что —  -> и'. Если Дх -у  0, то, по принци-
Дх

пу непрерывности, Ду -> 0.
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Собирая все слагаемые вместе, получаем 
Ьу , , .—---- > и V + UV ,
Дх

что и требовалось доказать.
* Правило 2 можно получить как следствие правила 3, счи­

тая, что Су есть произведение постоянной функции и = С 
на v =  у:

ОСу)' = (С)у + С(у)' = 0 у  + Су' = Су'.
Переход к пределу, который совершается при доказательстве 
правила 2, гораздо проще того, который нужен для правила 3, 
поэтому мы дали отдельное доказательство важного правила 
дифференцирования — вынесение постоянного числа за знак 
производной.

4. Вычисления можно провести по стандартной схеме, находя

среднюю скорость частного. Мы поступим иначе. Обозначим —
и

через h. Получим — =  А, и =  и И. Найдем производную функции
и

и по правилу дифференцирования произведения: 

и' = и'А + о К .

Выразим из этой формулы /г', а вместо h подставим его значе- 
иние-
и

И’ -

Окончательно

и
,  и - и  - ,

и - и  Я I n i  и о - и м

и и -  и и

и2

и2 ■

Производную функции у  = — можно получить, пользуясь пра-
X

вилом 4. Представим у = — как частное функций и = 1 и v =  х.
х

Тогда

lY  ( !) '(* ) -И х ) ' 0 -1  1
X /  X 2 X 2 X 2
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Производная степенной функции

Производную любой степени с натуральным показателем мож­
но получить, пользуясь правилом дифференцирования произве­
дения.

Пример
Найдем производную функции у  = х4.
Представим X* как х 3х. Зная производные от у  = х3 и у  = х, вы­
числим производную от произведения:

(л4)' =  (х3)'х + (х3) х' = Зх2х  + х3 ■ 1 = 4х3.

Сопоставим друг с другом формулы х! = 1; (х2)' = 2х; (х3)' = Зх2; 
(л4)' — Ах2.

Общая закономерность: (дг")' = пх"~1.

Проверить это можно так. Предположим, что (х" ~ ')' =  (я — 1) х" ~ 2. 
Представив хп = хп~ 1х, найдем

(х")' = (хР~ 1)'х + х" _1(*)' =  (и — \)х?~2х + х"~1 =
= (п — \)х? ~ 1 + х"~ 1 = пх"~ 1.

Таким образом, если формула (х*)' =  к ■ хк~ 1 верна при к = п — 1, то 
она верна и при к = п. Нам эта формула уже известна, например, при 
к = 2. Тогда она верна и при к = 3, а следовательно, и при к = 4, к = 5 
и т.д., т.е. при любом натуральном к.

Напомним, что рассуждение, которое мы здесь провели, называет­
ся математической индукцией.

Теперь найдем производную функции у  = :

, _ 0 - п х " '_  п _ п
У (хя)2 ~ ~ _х2л~('|~|) ~~ ~~ х™*

Если дробь У = —  записать как у  = х*, где к = —п (т.е. как степень с

отрицательным показателем), то у' = (—и) ■ х~" ~ ’. Заменив (—и) на к, 
получим у  = кхк ~ ', т.е. формула дифференцирования степени, выве­
денная нами для натуральных показателей, остается верной и для це­
лых отрицательных показателей: (х*)’ — кхк~ \  где к — любое целое чис­
ло, кроме нуля. На самом деле выведенная формула остается верной и 
для дробных показателей, которые мы будем изучать далее.
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Примеры
1. у  = 2х3 + Зх + 1.

У = (2х3)' + (Зх)' + 1' =  6х2 + 3.

.  2х2 -12. у =-------- .
х

Преобразуем исходную функцию к сумме, выполним почленное
2х2 -1 0 . -1 „деление: у =-------- =  2х + — . Теперь производная вычисляется

х х
аналогично предыдущему случаю:

iY ~ (  1 "1=2+ _ L =  2x2+1У = ( 2*)'+ | —  |= 2

3. у  = у]Зх+1.

2 2 X X

/ = W 3 ^ y + r = ^ L + o = ^ L
2%/х 2vx

л *4. у
х2 +1

, _  W ( x 2 + 1)-х(х2 +1)' х2+1-х-2х 1 -х 2 
У (х2 + 1)2 (х2+1)2 “ (х2+1)2 '

х 200 -15. у--
х 100 ’

х200 -1 1„ _ ______ _  v100 _  1 — v100 _  -v—100
~~ х100 хш0

х 200 + 1у' =  100х" + ЮОх-101 =  100 10, .

Изменение производной при линейной замене аргумента

Запишем следующие полезные формулы дифференцирования:
1. \ f [ x - a ) ) '= f ( x - a ) \
2. [f[kx)\ = k f(kx).
Эти формулы можно объединить в одну:

[f(kx + b)]' = k f(k x  + b).

Физический смысл приведенных формул очень простой. Пере­
ход от функции у  = /(х )  к функции у = f(k x  + b) означает изменение
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начала отсчета и масштаба переменной х. Изменение начала отсчета 
не может повлиять на вычисление скорости — показания спидоме­
тра не зависят от начального показания счетчика километража. Из­
менение масштаба измерения аргумента (времени) в 6 раз повлечет 
за собой такое же изменение скорости. Так, скорость, измеренная в 
километрах в час, в 60 раз меньше скорости, измеренной в киломе­
трах в минуту.

Д о к а за те ль ств о . Вычислим производную функции у = f(k x  + b), 
следуя общей схеме вычисления производной. Предварительно 
введем обозначения. Функцию у  = f{kx + b) как функцию от х  обо­
значим через g: g(x) = f(kx  + b). Выражение кх + b обозначим через 
z: z  — кх + b, т.е. g(x) = f(z). Свяжем между собой Ах и Дг: Дг =  к(х +

Ag
+ Дх) + b — (кх + Ь) = к Дх, т.е. Дг = к Ах. Вычислим —  :

Дх
Ag _  g(x + Дх) -  g(x) _ f ( z  + Az)~  / ( г )  _ f ( z  + Дг) -  / ( г )  Дг _ =
Дх Дх Дх Дг Дх

_  f ( z  + A z ) - f ( z ) к
Z

Сделаем предельный переход. Пусть Дх -» 0. Тогда, по принципу 
непрерывности, Дг -» 0,

Л г + А О - Л г )  t / < * + * > - / ( *>-> V fe).
Z Z

\д
Итак, —  -» kf'(z) = kf'(kx + b), что и требовалось доказать.

Дх
Примеры
1. у =  (х+  I)5, /  =  5(х+ I)4.
2. у  = (5х -  1 )4,у ' =  5 • 4 (5х -  I)3 =  20 (5х -  I)3.
1. 1 - о 1 23- У= ^ — Т ’У — ^ 2 = —^,— ^ Г •

У

2х + 3 (2х + 3) (2х + 3)

— V6x-1 ,у ' = 6 ^
2\/бх-1 \ j6 x - l

При дифференцировании функций вида у  = (кх)" выведенной фор­
мулой пользоваться нерационально. Лучше вынести константу за знак 
производной.

Пример

((Зх)5)' =  З5 • (х5)' =  З5 • 5 • х4.
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Координаты вектора скорости

Если положение точки задается вектором г =  r(t), имеющим координаты 
х = x(t) и у = y(t), то вектор скорости v =  v(/) имеет координаты x'(t), y’(t), 
равные производным координат вектора г:
_______________________ г'(дс;у) = у(х,;У)._______________________

Пусть точка А движется по криволинейной траектории. Обозначим 
координаты точки А в момент времени / через x(t) и y(t) (рис. 316). Эти 
координаты зависят от времени t и являются функциями от 1. Рассмо­
трим мгновенную скорость v движущейся точки А в момент времени t. 
Вектор мгновенной скорости v направлен по касательной к траектории 
в точке А. Координаты вектора v тоже зависят от времени t и меняются, 
вообще говоря, при переходе от одной точки траектории к другой.

Покажем, что координаты вектора скорости v точки А равны x ’(t) и 
у '(0, где x'(t) и y'(t) — производные функций х  и у  в точке t.

За время At точка А переместится в точку В с координатами x(t + ДО 
и y{t + ДГ) (рис. 317). Рассмотрим вектор перемещения АВ . Он является 
разностью векторов ОВ и ОА , и его координаты поэтому будут разностя­
ми координат этих векторов. Следовательно, координаты вектора АВ

(x{t + At) -  x(t); y(t + At) -  y(t)).

Напомним, что средней скоростью называется отношение переме­
щения ко времени. Таким образом, вектор средней скорости равен 
АВ—  , поэтому его координаты 
At

( x (t + A t ) - x { t ) _ y (t + A t ) - y ( t ) )
I  At ’ At ) '

Вектор средней скорости при уменьшении At приближается к век­
тору мгновенной скорости в момент времени t. (Это значит, что раз­
ность между вектором мгновенной скорости и средней скоростью ста­
нет сколь угодно малой при At -»  0.)
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По определению производной, при уменьшении At величина
x(t + At) — x(t) _ y(t + At)—y(t) , , .  _  -------- ---------  приближается к x  (t), а ------- —-------  — к у  (t). Таким
образом,

координаты вектора мгновенной скорости в момент времени / равны x'(z) и y'(t). 

Пример
Рассмотрим снова движение снаряда, выпущенного под углом а  
к горизонту с начальной скоростью v0 (рис. 318). Снаряд, если 
пренебречь сопротивлением воздуха, будет двигаться по парабо­
ле. Вектор скорости v направлен по касательной к ней. Извест­
ное соотношение v =  v0 + gt получается дифференцированием

соотношения г =  v0t + 1  gt2 (векторы v0 и g постоянны). Можно
вычислить и координаты вектора скорости, зная координаты 
вектора г(х; у):

x(t) = v0t cos а; 

y(t) =  Vorsin а  — -g t2.

* А

*1 2
/

1
q t  с

1  и
J  о
ч  S / V

f

v„ cos a x
Рис. 318 Рис. 319

Известно, что вектор скорости v имеет координаты (x'(t), y'(t)). Вы­
числим производные: х' = v0 cos а; у' = v0 sin а  — gt. Эти же равенства 
можно получить, спроектировав известную заранее векторную форму­
лу v = v0 + gt на оси координат (рис. 319).

Производные тригонометрических функций

Производные синуса и косинуса
Пусть точка А движется с единичной скоростью по окружности ра­

диуса 1 с центром в начале координат в положительном направлении. 
Координаты точки А = Р, в момент времени t равны cos t и sin t.
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Вектор мгновенной скорости 
точки А в момент времени Г направ­
лен по касательной к окружности 
в точке А (рис. 320), и, по теореме
о перпендикулярности касательной 
радиусу, проведенному в точку ка­
сания, вектор v перпендикулярен 
радиусу-вектору ОА .

Вычислим координаты векто­
ра V. Отложив от точки О вектор v, 
мы получим вектор О В , координа­
ты которого равны координатам 
вектора v. Так как движение точки А по окружности происходит с еди­
ничной скоростью, то длина вектора равна 1 и поэтому длина вектора 
ОВ также равна 1. Следовательно, точка i? лежит на окружности.

Вектор ОВ перпендикулярен вектору ОА , поэтому если А = Р,,
тс ---

то В = Р, + — . Таким образом, координаты вектора v =  О В равны

f  ic 'l  . . f  л Лcosl t + —J = —sin/ и sin I /  + y j  = cosr.

Найденные значения координат вектора v являются производны­
ми от координат радиуса-вектора точки А, равных sin t, cos t. Следо­
вательно,

(sin t)' = cos t, (cos /)' =  —sin t.

Перейдя к обозначениям sin x, cos x, получим табл. 4 производных 
синуса и косинуса.

Таблица 4
Производные синуса и косинуса

У У'

s i n x COS X

COS X —s in  х

Примеры
Найти производную функции:
a) y = y4sin (о)/ + а);

у' = A cos (соt + а) со =  Аы cos (соt + а).

Производная содержит множитель со (скорость колебания про­
порциональна его частоте).

Рис. 320
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б) у  = sin х cos х;

у ' =  (sin х)' cos х  +  sin х  (cos х)’ =  cos2л: — sin2*;

в) у  =  sin 5х;

у ' =  5 cos 5л:;

\ *г) у  =  cos - ;

1 . х  у  = — sin—;
3 3

д) у = 2 sin I З х - — I ;

у '  =  2 • 3 • cos Зх—  =  6 cos З х - — ;

е) у =  5 cos | ^ - - х J ;

у ' =  5 - (—1) - (—1) sin j  =  5 sin 

Производные тангенса и котангенса
Вычислим теперь производную функции у =  tg х. Так как tg х  =  
sinx------ , то по теореме о производной частного получаем
cosx

„ (sinx)'cosx—(cosx)'sinx cos2 x + sin2 х 1 
(tg x) =  ------- -̂--  -

COS2 X  COS2 X  COS2 X

Следовательно,

( tg x ) '=  — j— .
COS X

Аналогично,

. ( cosx^l (cosx)'sinx-(sinx)'cosx  - s in 2x -c o s 2x 1 (ctgx) =  ------ 1 = - ------------------ -------- — -------------  --------
s in x ;  sin2x sin2x sin2x

Таким образом,

(ctg x)' =  — : 1
sin2x
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Полученные значения производных тангенса и котангенса сведем 
в табл. 5:

Таблица 5
Производные тангенса и котангенса

У У
1

tg x 2COS X

1
c tg x . 2sin X

Примеры
1. у = tgx + ctgx.

1 sin2 х —cos2 х
У 2 ■ 2 ■ 2 2COS X s i n  X s in  X COS X

2. y  = 2 tg 3x.

У = 2 ■ 3 1
cos 3x cos 3x

3. y = 3 ctg x n 
2 ~ 4

у  = —3 ■ /  =  — 3-
1

sin ( х /2 - л /4 ) J 2sin(x/2 —л/4)

Дифференциал

Основой разнообразных физических приложении производной явля­
ется понятие дифференциала.

Дифференциалом функции называют произведение ее производной на прира­
щение аргумента.

Пусть задана функция у = /(х). Ее дифференциал обозначают dy 
(или можно писать dIf). По определению,

dу — f '(х)Дх.

Рассмотрим функцию у = х. Так как производная этой функции 
постоянна и равна единице, то дифференциал этой функции равен
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Дх, т. е. для независимой переменной верно равенство dx = Ах. По­
этому дифференциал функции записывают обычно в виде dу = 
= /'(x )dx . Из этой записи происходит одно из обозначений произ­

водной: f '( x )  = —  , которое можно понимать как отношение диф- 
dx

ференциалов
Какими свойствами обладает введенное нами понятие дифферен­

циала функции?

Дифференциал функции — это главная часть ее приращения.

Сравним приращение функции Ду и ее дифференциал dy 
(рис. 321, а). На рисунке видно, что чем меньше Дх, тем ближе Ду к dy. 
Действительно, разность Ду — dy преобразуем так:

Ду -  dy = Ду -  /'(х„ )Дх = Д х ^  — /'(*о))•

По определению производной, при стремлении Дх к нулю раз-
Ауность —  —/'(хо) тоже стремится к нулю. При умножении на Дх мы
Дх

получим выражение, еще быстрее приближающееся к нулю. Таким 
образом, приращение функции отличается от ее дифференциала 
на такую функцию, которая стремится к нулю еще быстрее, чем Дх. 
Поэтому и говорят, что дифференциал есть главная часть прираще­
ния функции.

Предупреждаю, чтобы остерегались отбрасывать dx —  ошибка, кото­
рую часто допускают и которая препятствует продвижению вперед. 
Г. В. Лейбниц

Дифференциал функции — это линейная функция от приращения аргумента.

Рис. 321
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Если мы зафиксируем точку на графике функции (х0, у0) и обозна­
чим /'(*о)) через к, то на равенство dу = kdx можно смотреть как на ли­
нейную зависимость между dу  и dx. Если через точку (х<>, у  о) провести 
новые оси координат (их можно обозначить dx и dу, то график этой 
зависимости будет прямой, касательной к графику ф ункции /в  точ­
ке (хо, у о) (рис. 321, б). Можно сказать, что дифференциал функции 
/ — это линейная функция, графиком которой является касательная 
к графику/  Геометрически на соотношение dу  = / '(x 0)dx можно смо­
треть как на уравнение касательной к графику функции/ ,  записанное 
в системе координат (dx, dу). Данная система координат получается 
из исходной параллельным переносом начала координат в точку (х0, 
Уо). Это позволяет получить

уравнение касательной в исходных координатах:
У - У о = / ' ( , Х о ) ( х - х 0).

Вывод уравнения касательной легко запомнить. Прежде всего ка­
сательная проходит через заданную точку (х0, у0) на графике функции 
у  = /(х). Поэтому ее уравнение у — уо = к(х — х0). Угловой коэффициент 
равен значению производной в заданной точке:

k = f ( x  о).

Дифференциал в физике

Мы ввели понятие дифференциала с помощью равенства dу = f{ x )dx. 
Для вычисления дифференциала надо найти производную. Однако, 
помня о том, что дифференциал — это главная часть приращения 
функции, линейно зависящая от приращения аргумента, мы из физи­
ческих соображений получим равенство вида dу  = kdx и сделаем вывод
о том, что к — это производная у  по х.

1. Работа. Найдем работу, которую совершает заданная сила F 
при перемещении по отрезку оси х. Если сила F  постоянна, то рабо­
та А равна произведению F  на длину пути. Если сила меняется, то ее 
можно рассматривать как функцию от х: F =  F(x). Приращение рабо­
ты ДА на отрезке [х, х + dx] нельзя точно вычислить как произведение 
F(x)dx, так как сила меняется на этом отрезке. Однако при маленьких 
dx можно считать, что сила меняется незначительно и произведение 
представляет главную часть АА, т. е. является дифференциалом работы 
(&4 = ,F(x)dx). Таким образом, силу можно считать призводной работы 
по перемещению.
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2. Заряд. Пусть q — заряд, переносимый 
электрическим током через поперечное се­
чение проводника за время t. Если сила тока 
/  постоянна, то за время dt ток перенесет за­
ряд, равный Idt. При силе тока, изменяю­
щейся со временем по закону /  = /(/), произ­
ведение I(t)dt дает главную часть приращения 
заряда на маленьком отрезке времени [/, t + 
+ df], т. е. является дифференциалом заряда: 
dq = I{t)dt. Следовательно, сила тока является 
производной заряда по времени (рис. 322, а).

3. Масса тонкого стержня. Пусть имеется неоднородный тонкий 
стержень. Если ввести координаты так, как показано на рис. 322, б, 
то функция т = т{1) — масса куска стержня от точки О до точки /. Не­
однородность стержня означает, что его линейная плотность не явля­
ется постоянной, а зависит от положения точки / по некоторому закону 
р — р(/). Если на маленьком отрезке стержня [/, I + dl\ предположить, 
что плотность постоянна и равна р(/), то произведение p(/)d/дает диф­
ференциал массы dm. Значит, линейная плотность — это производная 
массы по длине.

4. Теплота. Рассмотрим процесс нагревания какого-нибудь веще­
ства и вычислим количество теплоты Q(T), которое необходимо, чтобы 
нагреть 1 кг вещества от О °С до Т. Зависимость Q = Q(T) очень сложна 
и определяется экспериментально. Если бы теплоемкость с данного 
вещества не зависела от температуры, то произведение cdT  дало бы 
изменение количества теплоты. Считая на малом отрезке [Т, Т + d Г] 
теплоемкость постоянной, получаем дифференциал количества те­
плоты dQ = с( T)dT. Поэтому теплоемкость — это производная теплоты 
по температуре.

5. Снова работа. Рассмотрим работу как функцию времени. Нам 
известна характеристика работы, определяющая ее скорость по време­
ни, — это мощность. При работе с постоянной мощностью N. работа 
за время dt равна Ndt. Это выражение представляет дифференциал ра­
боты, т. е. <14 =  N(t)dt, и мощность выступает как производная работы 
по времени.

Все приведенные примеры были построены по одному и тому же 
образцу. В каждом примере шла речь о связи между тремя величинами, 
знакомыми нам из курса физики: работа, перемещение, сила; заряд, 
время, сила тока; масса, длина, линейная плотность; и т. д. Каждый раз 
одна из этих величин выступала как коэффициент пропорционально­
сти между дифференциалами двух других, т. е. каждый раз появлялось
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соотношение вида dy = k(x)dx. На такое соотношение можно смо­
треть как на способ определения величины к(х). Тогда к(х) находится 
(или определяется) как производная у по х. Этот вывод мы и фикси­
ровали в каждом примере. Возможна и обратная постановка вопроса; 
как найти зависимость у от х  из заданного соотношения между их диф­
ференциалами. Эту задачу мы рассмотрим в главе, посвященной инте­
грированию.

Приближенные формулы

Главная приближенная формула вблизи нуля sin t « t.

Д оказательство. Найдем дифференциал функции у = sin х  при 
х  = 0: dy =  cosxdx. Так как cos 0 =  1, то при х = 0 d sinx =  dx. Так как 
Ду * dy, то Ду =  sin Дх » dy = dx =  Дх. Вместо Дх возьмем t и получим 
sin t ^ t .  Необходимо помнить, что во всех этих приближенных фор­
мулах аргумент выбирается близким к нулю.

Эта формула дает тем точнее значение синуса, чем ближе t к нулю. 
Возможность заменять sin t на 1 при малых значениях угла t широко 
используется в приближенных вычислениях. Можно дать различные 
интерпретации приближенной формулы sin 

sin/ .1. l im --------= 1 — отношение прираще- Уг->о t
ния функции и его главной части 
стремится к единице при стремле­
нии к нулю приращения аргумента.

2. Рассмотрим единичный круг. Пусть 
для простоты t > 0. Тогда длина дуги 
АВ равна Г, а длина отрезка ВС равна 
sin 1. Удобно удвоить дуги АВ и от­
резок ВС — дуга BD имеет длину 2/, 
а хорда BD — 2 sin t (рис. 323). Соот­
ношение sin t * / означает, что отно­
шение длины хорды к длине стяги­
ваемой ею дуги стремится к единице, 
когда дуга стягивается в точку.

3. Рассмотрим касательную к синусо­
иде в начале координат.

Так как (sinx)' =  cosx, a cos 0 =  1, то урав­
нение этой касательной у = х (рис. 324).
Таким образом, заменяя вблизи начала

Рис. 323

Рис. 324
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координат график синуса отрезком касательной, мы вычисляем при­
ближенное значение синуса по формуле sin х * х.

Для получения других приближенных формул выпишем диффе­
ренциалы тангенса и косинуса:

j> =  tgx, dу=  — 1— dx;
cos х

у  — cos х, dу  = —sin x dx.

При x =  0 получим приближенное значение тангенса:
tg Дх * Дх, т.е. tg 1*/.

Применяя этот же прием к косинусу, находим, что дифференциал 
косинуса при х0 =  0 равен —sin 0 dx = 0. Это означает, что главная часть 
приращения косинуса равна нулю и в первом приближении 
cos х ® cos 0 =  1. Можно получить более точную формулу таким путем.
Запишем cos х так: cos х = V1 — sin2 х . Заменим в этой формуле sin х на 
х и воспользуемся приближенной формулой для корня: cos х =

= Vl — sin2x a y j l - x 2 « 1 — ^ х 2. Эта формула для косинуса вблизи точ­
ки х0 = 0 весьма точна. Более точные приближения можно получить с 
помощью формулы Тейлора. Для синуса и косинуса формула Тейлора 
имеет вид

X3 X5 , X2 X4sinx = x ----- н---------..., cosx = l ------ + ------ ...
6 120 2 24

Примеры
Вычислить приближенно:
а) sin 0,03 ■ tg 0,12; sin 0,03 * 0,03; tg 0,12 * 0,12; sin 0,03 • tg 0,12 *

* 0,0036 * 0,004;
б) sin 2°. Переводим 2° в радианную меру: 2° * 0,034, поэтому 

sin 2° * 0,034;
в) sin 32°. Выберем исходное «хорошее» значение аргумента: 

х0 -  30°. Представляем х = 32° =  30° + 2° =  х + dx. При под­
становке заменяем в dx градусную меру на радианную:

К
sin 32° * 0,5 + v * 0,529.

2 0,034

Производная показательной функции

Возьмем показательную функцию у = а*. Вычислим среднюю скорость 
роста этой функции на отрезке [х, х + Дх]:
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Ау _ ах 
Ах

-1
Дх Дх

Мы видим, что средняя скорость ро­
ста показательной функции в точке х 
равна значению этой функции в точке х,

а 4
-АХ Л

умноженному на число
Дх

Иссле­
дуем, как ведет себя эта дробь при малых 
значениях Дх. Так как а° = 1, то при Рис' 325
малых значениях Дх близко к 1. Если
провести секушую на графике функции, проходящую через точки (0; 1)

али (Дх; аЛх), то ее угловой коэффициент будет равен
-1

Дх
(рис. 325).

При Дх -» 0 секущая приближается к касательной к графику функции
Аув точке (0; 1). Это означает, что —  приближается к произведению 0 х
Дх

на значение производной при х = 0. Итак,

для нахождения производной функции у = ах надо знать значение этой произ­
водной в нуле.

Обозначим ее через к, тогда

(<f)' - ка*,

т.е. производная показательной функции пропорциональна самой 
функции.

Как же найти коэффициент пропорциональности к? Мы зна­
ем, что он равен угловому коэффициенту касательной, проведенной 
в точке (0; 1). Можно приближенно по графику вычислить этот коэф­
фициент. Так, известно, что для а = 10 его значение к  * 2,3, поэтому 
(10*)' а 2,3 • 10х.

Число е.
Посмотрим на графики показательных функций при различных 

а > 1 (рис. 326, а). Все они проходят через точку М{0; 1). Проведем 
в этой точке касательные к графикам. Чем больше основание а, тем 
«круче» расположена касательная. Так, при а = 2 угловой коэффици­
ент касательной равен 0,693, а при а = 10 равен 2,303. Ясно, что при не­
прерывном изменении а от 2 до 10 угловой коэффициент касательной 
в точке М  непрерывно изменяется и найдется такое значение а, для 
которого он равен 1. Такое основание а обозначается буквой е. Число е 
иррационально. Его приближенное значение таково: е « 2,718. Итак,
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число е — это такое основание, при котором угловой коэффициент касатель­
ной к графику функции у =  ех в точке л: =  0 равен единице, т.е. касательная 
в этой точке образует с осью абсцисс угол 45° (рис. 326, б).

Это свойство можно сформулировать иначе. Производная любой 
показательной функции пропорциональна самой этой функции. Чис­
ло е — это основание, для которого коэффициент пропорционально­
сти равен единице, т.е.

е — это такое число, что производная функции у = ех равна самой этой 
функции:

(е*)' =  е .

Рис. 326

Функцию у = ех часто обозначают у = ехр х  (читается: «эксп от х») 
и называют экспонентой. Экспонентами называют и функции более 
общего вида: у = секх. Подумайте, понятен ли вам смысл таких распро­
страненных выражений: «Численность бактерий растет по экспонен­
те», «Сила тока затухает по экспоненте», «Его успехи растут по экспо­
ненте».

С помощью числа е легко записать коэффициент пропорциональ­
ности к для любого основания а. Для этого заменим основание а на

степень основания е: ах = (elog,a) = e{lot*a)x . Тогда (а*)' =  (e(l08' a)x) =
= eM x \ogea = \ogea a x.

С помощью символа lim коэффициент к можно записать следую­
щим образом:
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к = lim ------- .
Л х - > 0  Дх

Мы выяснили, что число к есть логарифм а по некоторому основа­
нию е. Для а = е число к=  1, тогда

Ах->0 Дх
Это предельное соотношение часто служит определением числа е. 

Пользуясь приближенными равенствами, находим

е‘ — 1------- 1*Дх=>
Дх

_ i_

=>еЛх»1 + Дх=>е*(1 + Дх)'4* , т.е.

1
е — lim (1 + Дх)^ .Лх->0

Если в качестве стандартной переменной Дх, стремящейся к нулю,

взять последовательность Дх = — (и =  1, 2, 3,...), то
п

е — lim | 1 + —
я—>■'- V п

Число е играет исключительно важную роль. При нахождении про­
изводной произвольной показательной функции мы пришли к необ­
ходимости рассматривать логарифмы по основанию е. Эти логарифмы 
получили название натуральных. Натуральные логарифмы были вве­
дены шотландским математиком Дж. Непером в начале XVII в., фак­
тически раньше, чем логарифмы по другим основаниям. Натуральный 
логарифм обозначается In.

Теперь можно записать:
ах = ех\па; (ах) '= \п а ■ а*.

При переходе от десятичных логарифмов к натуральным можно 
пользоваться модулем перехода:
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Производная логарифмической функции

Рассмотрим две функции: у = е* и у  =  In х. Мы знаем, что их графики 
симметричны относительно прямой у = х. Это поможет нам найти про­
изводную логарифмической функции, зная производную экспоненты. 
Возьмем точку Р(с; d) на графике экспоненты (т.е. d = ec) и симметрич­
ную точку Q(d; с) на графике логарифмической функции (т.е. с = In d). 
Касательные к графикам в этих точках тоже будут симметричны 
(рис. 327, а). Угловой коэффициент к касательной к графику экспонен­
ты равен значению производной функции у = е* прих = с, т.е. к 1 = ес, так 
как (е1)' =  е*. Пусть а) и а 2 — углы, образованные проведенными каса-

71тельными с осью абсцисс. Из рисунка 327, б ясно, что ai + a 2 = — . Так

как&! = tg cxt =  ec, i o k 2 = tg a 2 = tg ( ^ - a ,  | =  c tg a1 = -  = Таким
V 2 J kx e d

образом, производная функция у = In х в точке х  = d равна —. Тогда
d

(1пх)'= - .  
х

б
Рис. 327

Мы видим, что производная логарифмической функции у  =  In х 
равна степенной функции у = х~х. Интересно заметить, что функция 
у  = х-1 не получается как производная какой-либо другой степенной 
функции видау  = сх*. Действительно, хотя (хк)' = кхк~1 при любом к, но 
получить значение к — 1, равное —1, можно лишь при к = 0, а (х0)' =  0.

Так как logflx =  — In х, то (logflx)' =  — —. По формулам произво­
л а  l na x  Av

а — 1дной показательной функции (е1)' =  е* и (0х)' = ках, где к = lim -------- ,
Лх->0 Дх
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известно, что е[па = а и 0х =  е*-1, где к =  In а. Поэтому (ах)' = ке^ = ках, 
т.е. (<f)' =  (In а) 0х.

Зная производные экспоненты и логарифма, можно получить при­
ближенные формулы для их вычисления.

Пусть у = ех,хо = 0,уо = е°=\. Разность е* — е° = е1' — 1 — это прира­
щение у на отрезке [0; А]. Вычислив dy при х0 = 0, получим dy =  / (0) dx. 
Так как /  =  е*, то / (0) =  1. Заменив Ау на dу и подставив dx =  А, полу­
чим приближенную формулу

е1’ — 1 *  А или е1’ *  1 + А.

Более точная формула для вычисления экспоненты такова:

l , . , , А2 А3 А4 ^ '= 1 + A  + —  + —  + —  + ...
2 6 24

Пусть теперь у  =  In х. Выберем хь =  1, уо =  In 1 =  0. Положим dx =  А

и вычислим In (1+ А). Найдем dу  при х0 =  1. Так как (In х)' =  —,
х

то У(х0) =  1 и dy =  1 • dx =  А. Заменяя Ay = In (1 + h) — In 1 =  In (1 + A), 
получаем приближенную формулу

In (1 + А) *  А.

Более точная формула для вычисления логарифма такова:

А2 А3 А4 In (1 +А) =  А -  — + — -  — +
2 3 4

Примеры
1. у = хех;у' = е? + хе* =  е*(1 + х).

X
2. у  = х In х — х; у  = In х + ------1 =  In х.

х
3. у  = е^; у' = кекх.

к 1 1
4. у  =  In кх\ у ' = —  = — или In кх = In к + In х; (In кх)'= —.

кх х х

Производная обратной функции

Выведем общую формулу производной обратной функции аналогич­
но тому, как мы выводили формулу производной логарифмической 
функции. Пусть/и g — взаимно обратные функции. Как найти произ­
водную функции g, зная производную функции р .
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х Точки (а ;Д а ) )  =  (а; Ь) и (b; g(b)) =  (Ь\ а) 
симметричны относительно указанной 
прямой /. Так как кривые симметричны, 
то и касательные к ним симметричны от­
носительно прямой /.

Графики функций у = fix )  и у = g(x) 
симметричны друг другу относительно 
биссектрисы / угла хОу (рис. 328).

Возьмем какую-нибудь точку х = а и 
вычислим значение одной из функций в 
этой точке: f(a )  = b. Тогда, по определе­
нию обратной функции, g(b) = а.

Рис. 328

Из симметрии ясно, что угол одной из этих прямых с осью х равен 
углу другой прямой с осью у. Если первая прямая образует с осью х 
угол а , то ее угловой коэффициент равен к\ = tg а , тогда вторая прямая

разом, угловые коэффициенты прямых, симметричных относительно 

прямой /, взаимно обратны, т.е. к2= — или кхк2 =  1.

Переходя к производным и учитывая, что угловой коэффициент 
касательной является значением производной в точке касания, делаем 
вывод:

значения производных взаимно обратных функций в соответствующих точках 
взаимно обратны:

Напомним еще, что b =/{а)  и а = g(b).
В приведенных рассуждениях предполагалось, что к\ ф 0, т.е. каса­

тельные к кривым не параллельны осям координат.

Примеры

1. у = fix) — х3. Обратной функцией будет функция у — g(x) — \[х . 
Найдем производную функции g:

К

2

к ,

ё(х) =
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2. у —fix) — sin х, х е к ' к 
2 ’ 2 .

Обратной функцией будет у = g(x) = arcsin х. Найдем производ­
ную арксинуса:

„  X _  1 1 1
£  ( * )  "77/ '(# (*)) cos arcsin л; ^ 1 - х 2

Итак, (arcsin х)' =  -------- -
V  1 - х 2

Аналогично вычисляется производная арктангенса:

(arctg х)' — ----------------- — cos2 arctg х — ------- т---------- = —
1 + tg arctgx 1 + х

cos2 arctg х

Контрольные вопросы и задания

1. Какова схема вычисления производной?
2. Чему равна производная суммы? Производная произведения? 

Производная частного двух функций?
3. Что происходит с производной при умножении функции на не­

которую постоянную?
4. Чему равна производная степенной функции?
5. Как меняется производная при линейной замене аргумента?
6. Чему равна производная синуса, косинуса, тангенса, котан­

генса?
7. Каковы координаты вектора скорости вращательного движе­

ния?
8. По каким приближенным формулам можно вычислить синус, 

косинус и тангенс угла, близкого к нулю?
9. Каково основное свойство производной показательной функ­

ции?
10. Известно, что производная показательной функции пропор­

циональна самой функции. Как найти коэффициент пропор­
циональности?

11. Как определяется число е?
12.Чему приближенно равно число е?
13. Чему равна производная функции у = ех?
14. Через какую точку проходят графики всех показательных функ­

ций у = а*?



ГЛАВА

И ЗМ ЕРЕНИЯ

§  32. Определение интеграла

Задача интегрирования

Математика изучает различные связи между величинами. Важнейшие 
примеры таких связей дает механическое движение. Мы уже много раз 
обращались к примеру движения материальной точки на оси. Между 
положением (координатой) точки и ее скоростью есть известная связь, 
лежащая в основе математического анализа: скорость является произ­
водной от координаты по времени. Операция нахождения производ­
ной называется дифференцированием. Обратная задача — нахожде­
ние положения точки по ее скорости — решается с помощью другой 
математической операции — интегрирования.

Мы знаем много пар величин, которые связаны между собой так же, 
как положение точки и ее скорость. Нахождение одной из этих величин, 
если известна другая, сводится к операции дифференцирования. Так, 
линейная плотность тонкого стержня есть производная его массы по 
длине, мощность есть производная работы по времени, сила тока есть 
производная заряда по времени и др. С помощью обратной операции 
интегрирования, мы научимся вычислять массу по заданной плотности, 
работу по известной мощности, заряд по заданной силе тока и др.

Прежде чем учиться вычислять интегралы, рассмотрим их геоме­
трический смысл. Начнем по-прежнему с 
задачи о механическом движении. Пусть 
точка движется с постоянной скоростью 
v =  v0. Графиком скорости в системе коор­
динат (/; и) будет прямая v = v0, параллель­
ная оси времени t (рис. 329). Если считать, 
что в начальный момент времени (t =  0) 
точка находилась в начале координат, то ее
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положение х в момент времени t запишется формулой х = vt. Величина 
vt представляет собой площадь прямоугольника, ограниченного гра­
фиком скорости, осью абсцисс и двумя вертикальными прямыми, т.е. 
путь (положение точки) можно вычислить как площадь под графиком 
скорости. Аналогичная связь между величинами сохраняется и при 
движении точки с непостоянной скоростью. Так, мы знаем, что в слу­
чае движения с ускорением а и начальной скоростью и0 =  0 скорость 
изменяется по закону v = at, а положение точки (считая, что она на­

ходилась при t = 0 в начале координат) — по закону х = . График

скорости — прямая, а площадь под ней вычисляется по формуле пло- 
„ at-1 at2

щади треугольника: S  = ----- = — , т.е., как и прежде, путь можно наи-
2 2

ти, как площадь под графиком скорости.
Таким образом, задача интегрирования тесно связана с задачей вы­

числения площади.

Геометрический смысл интеграла

Коротко об интеграле можно сказать так: 

интеграл — это площадь.

Способ вычисления площади, о котором пойдет речь в этой главе, 
уходит корнями в глубокую древность. Так, в III в. до н.э. великий Ар­
химед вычислил площадь параболического сегмента с помощью изо­
бретенного им «метода исчерпывания», который через 2000 лет пре­
образовался в метод интегрирования, применяемый к вычислению 
многих других величин.

Метод интегрирования для вычисления площади плоской фигуры 
требует, чтобы граница этой фигуры была задана аналитически, т.е. 
чтобы на плоскости была введена система координат, а граница была 
задана уравнением, связывающим координа­
ты ее точек. Простейшими фигурами такого 
рода являются криволинейные трапеции.

Пусть на координатной плоскости дан график не­
отрицательной функции /, заданной на отрезке 
[а, й]. Криволинейной трапецией называется фи­
гура, ограниченная графиком функции/, прямыми 
■х =  й и д : =  й и  осью абсцисс (рис. 330).
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Можно образовать криволинейные трапеции с помощью различ­
ных известных вам функций. Некоторые примеры представлены на 
рис. 331, а, б, в.

а б в

Рис. 331

Криволинейную трапецию, построенную с помощью графика не­
отрицательной функции f  будем сокращенно называть подграфиком 
функции/  Определим интеграл.

Пусть дана неотрицательная функция /, определенная на конечном отрезке
[а, Ь]. Интегралом от функции /называется площадь ее полграфика.

Итак, интеграл — это площадь. Если мы научимся вычислять пло­
щади, то сумеем вычислить и интегралы, а значит, и многие физиче­
ские величины.

Прямое вычисление площадей различных фигур (интегралов от 
некоторых функций) провел еще Архимед. Однако лишь в XVII в. 
Ньютону и Лейбницу удалось открыть общий способ вычисления ин­
тегралов.

Интегральные суммы

Метод исчерпывания Архимеда хотя и не дал общего способа вычис­
ления площади, однако сыграл очень большую роль в математике, так 
как с его помощью удалось объединить самые разные задачи — вы­
числение площади, объема, массы, работы, давления, электрического 
заряда, светового потока и многие, многие другие.

Проиллюстрируем этот метод на простом примере. Предположим, 
что нам надо вычислить объем лимона. Он имеет неправильную фор­
му, и применить какую-либо известную формулу нельзя. С помощью 
взвешивания найти объем также трудно, так как плотность лимона
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в разных частях его разная. Поступим следующим образом. Нарежем 
лимон на тонкие дольки. Каждую дольку приближенно можно считать 
цилиндриком, в основании его — круг, радиус которого можно изме­
рить. Объем такого цилиндра вычислить легко по готовой формуле. 
Сложив объемы маленьких цилиндров, мы получим приближенное 
значение объема всего лимона. Приближение будет тем точнее, чем на 
более тонкие части мы сможем нарезать лимон.

Объясним более точно эту процедуру для вычисления площади 
подграфика. Рассмотрим подграфик функции /, заданной на отрезке 
[а, Ь]. Разобьем этот отрезок на несколько частей. Площадь всего под­
графика разобьется на сумму площадей более мелких криволинейных 
трапеций. Каждую такую трапецию можно приближенно считать пря­
моугольником. Сумма площадей этих прямоугольников дает прибли­
женное представление обо всей площади подграфика. Чем мельче мы 
разобьем отрезок [а, b], тем точнее вычислим площадь.

Запишем проведенное рассуждение в виде формул.
Разделим отрезок [а, Ь] на п частей 

х0 =  а, хх, хп = Ь. Длину /-го отрезка 
обозначим через Дх, =  х, — х, _ ь Составим 
сумму: 5„ = .A *i) A*i + -  + Ахп) &х„. Гео­
метрически эта сумма представляет собой 
площадь ступенчатой заштрихованной фи­
гуры (рис. 332).

Суммы вида 5„ =/(xi) Дх, + ... +/[х„) Ахп 
называются интегральными суммами для 
функцииf

Интегральные суммы дают приближен­
ное значение площади. Точное значение 
получается с помощью предельного перехода. Представим себе, что 
мы измельчаем разбиение отрезка [а, Ь] так, что длины всех маленьких 
отрезков стремятся к нулю (т.е. Дх, —> 0). Тогда площадь ступенчатой 
фигуры будет приближаться к площади подграфика S. Можно сказать, 
что площадь подграфика равна пределу интегральных сумм, т.е.

S — lim S„.

Интеграл можно определить так:

интеграл — это предел интегральных сумм.

С помощью интегральных сумм можно приближенно вычислять 
самые различные величины.

гм У
/

0 х0 дг, х„_,х„ х

Рис. 332
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П римеры
1. Объем лимона. Обозначим ДА,, толщину /-й дольки (не обязатель­

но резать лимон на дольки одинаковой толщины), г, (/' =  1,
п — число долек) — ее радиус. Объем лимона приближенно пред­
ставится интегральной суммой: Sn =  я г,2 Ahx + ... + п г2 Д/г„.

2. Работа. Предположим, что на точку, движущуюся по оси х, 
действует некоторая сила F, направленная по той же оси. Если 
сила F  постоянна, то работа равна Fs, где s — путь, пройденный 
точкой. Предположим, что F  изменяется от точки к точке и ее 
значение в каждой точке некоторого промежутка [а, ft] равно 
F(x). Как найти работу А по перемещению точки из а в ft? 
Разобьем отрезок [a, ft] на п отрезков. Будем приближенно счи­
тать, что на каждом малом отрезке сила постоянна. Если /'-й от­
резок образован точками [х,_ ь jt,], то в качестве силы можно взять 
значение функции F  в одной из точек этого отрезка, например 
в X/. Работа на /-м отрезке пути приближенно представится как 
произведение F(x,) Дх„ а на всем отрезке — интегральной суммой:

А„ = F(xi) Дх, + ... + F(xn) Дх„.

Точное значение работы А получим, переходя к пределу 
А — lim А„.

Вычислять интегралы через пределы соответствующих интеграль­
ных сумм очень трудно. Архимед сумел найти некоторые площади, 
объемы фактически через пределы интегральных сумм для квадратич­
ных функций. Однако этот результат стоял особняком в математике до 
конца XVII в., когда было выяснено, что нахождение площади являет­
ся обратной задачей к задаче нахождения скорости.

Скорость роста площади

Рассмотрим неотрицательную функцию /, заданную на конечном от­
резке [a, ft]. Представим себе «перемен­
ную» криволинейную трапецию, полу­
ченную следующим образом: закрепим 
левую стенку х = а, а правую начнем пе­
ремещать вдоль оси абсцисс. Такая тра­
пеция изображена на рис. 333. Ее можно 
считать подграфиком функции/, область 
определения которой ограничена отрез­
ком [а, х].
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Обозначая площадь переменной трапеции, т.е. площадь подграфи­
ка функции/, заданной на отрезке [а, х], через 5(х), получаем новую 
функцию S  (переменная площадь): S = 5(х). Перечислим свойства 
функции S. Она определена для всех х е [а, 6], ее значение при х = а 
равно нулю (трапеция вырождается в отрезок, и ее площадь равна 
нулю), эта функция возрастает, и при х =  b ее значение равно площади 
всего подграфика, т.е. интегралу от функции/

Найдем скорость роста функции S  и результат запишем в виде теоремы.

Теорема о скорости роста площ ади. Пусть f  — неотрицательная функ­
ция, S  —  переменная площадь ее подграфика, тогда производная функции 
S  равна функции f, т.е. S'(x) = f{x).

Теорема утверждает, что производная переменной площади подгра­
фика функции /  равна самой функции / Для доказательства теоремы 
поступим так, как всегда поступают при вычислении производной.

Зафиксируем значение аргумента х и придадим аргументу при­
ращение Дх. Вычислим приращение функции: AS = S(x + Ах) — S(x). 
Из рисунка 334 следует, что приращение площади есть площадь под­
графика функции/, определенной на отрезке [х, х + Дх).

Если Дх достаточно мало, то площадь криволинейной трапеции 
мало отличается от площади прямо­
угольника со сторонами fix) и Дх, т.е. 
можно записать приближенное ра­
венство AS -fix ) ■ Ах. Следовательно,

—— *  / (х ) , т.е. производная функ-
Дх

ции S равна функции/, что и утверж­
далось в теореме.

В доказательстве теоремы мы 
использовали такую идею: если от­
резок [х, х + Дх] достаточно мал, то 
площадь подграфика функции /  на 
этом отрезке мало отличается от про­
изведения Дх) Дх. Но если в точке х 
функция / имеет разрыв, то это не­
верно, как хорошо видно из рис. 335.
Поэтому в формулировку теоремы 
о скорости роста площади надо до­
бавить требование непрерывности 
функции /. Рис. 335

Рис. 334
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Итак, для функции / мы получили новую функцию S  — перемен­
ную площадь подграфика. Связь между функциями/и S такова:

S  — интеграл от функции/,
/  — производная функции S.

Из этого сравнения видно, что нахождение интеграла (интегриро­
вание) и нахождение производной (дифференцирование) являются 
взаимно обратными операциями. Если известна функция f  то нахож­
дение функции S  (площади подграфика функции f)  есть задача ин­
тегрирования функции / Если же задана функция S, то нахождение 
функции/(скорости роста площади) есть задача дифференцирования 
функции S.

Обозначение интеграла

Интеграл от функции у =fix) на отрезке [а, b] обозначается так:

ъ
J/ (x )d x .
а

Эта традиция имеет исторические корни. Интегральные суммы, 
с помощью которых приближенно вычисляется интеграл: составляют­
ся из слагаемых вида/(х) Ах. Приближенное равенство AS -fix ) Ах мо­
жет быть заменено точным равенством дифференциалов dS = fix) dx. 
Интеграл можно представить как сумму «бесконечного числа диффе­
ренциалов». Знак интеграла и есть стилизованная форма буквы S — 
первой буквы слова summa (лат.). Запись

ь
S =  J/ (x )d x .

а

напоминает, что площадь S можно получить суммированием слагае­
мых видаДх) dx. Около знака интеграла ставят пределы интегрирова­
ния — концы отрезка [а , Ь\, на котором задана функция/

Переменная площадь S(x) (площадь подграфика функции /  на от­
резке [а, х]) запишется в виде интеграла с переменным верхним преде­
лом:

S ( x )  =  j / (x ) d x .
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Связь между функциями/и S, установленную в теореме о скорости 
роста площади, можно записать так:

j/(x )d x /(*)•

Отсюда видно, что операции интегрирования и дифференцирова­
ния являются взаимно обратными.

Определение интеграла и полученные для него результаты нетруд­
но распространить на произвольную функцию f  отказавшись от тре­
бования ее неотрицательности. Рассмотрим произвольную функцию, 
заданную на отрезке [а, А], и ее подграфик. т.е. часть плоскости, огра­
ниченную графиком/, прямыми х = а ,х  = Ь и осью абсцисс (рис. 336).

Рис. 336

Интегралом от функции называется сумма площадей частей ее подграфика, 
взятых со знаком «+» для частей, расположенных выше оси абсцисс, и со зна­
ком «—» — ниже ее.

Контрольные вопросы и задания

1. Обратите внимание на следующие встретившиеся в тексте слова 
и обозначения: подграфик, интеграл, интегральная сумма, ин­
теграл с переменным верхним пределом. Приведите примеры их 
использования.

2. Какие физические величины можно выразить как площади?
3. Что такое подграфик функции?
4. Что называется интегралом?
5. Как строится интегральная сумма?
6. Что такое интеграл с переменным верхним пределом?
7. В чем состоит связь между функцией и переменной площадью 

ее подграфика?
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8. Как определить интеграл от функции, принимающей значения 
разных знаков?

9. Какое условие нужно наложить на функцию для справедливости 
теоремы о скорости роста площади?

10.Чему равен дифференциал переменной площади подграфика 
функции/?

§  33. Вычисление интеграла

Первообразная функция

В предыдущем параграфе мы установили, что интегрирование являет­
ся операцией, в определенном смысле обратной дифференцированию. 
Вычисление интегралов сводится к нахождению функции, произво­
дная которой равна заданной функции. Эту операцию мы рассмотрим 
отдельно.

Первообразной для функции/называется такая функция F, производная кото­
рой равна данной функции.

Иными словами, равенство

F' = /

можно прочесть двояко:/ — производная функции F, или F  — перво­
образная для функции / Для обозначения первообразной используют 
знак «неопределенного интеграла», т.е. интеграла без указания преде­
лов интегрирования:

F =  F  = j f(x )d x .

Свойства первообразной функции.

1. Если F — первообразная для функции/, то F+ С, где С — константа, также 
первообразная для той ж е функции/.

Действительно, (F + С)' = F' + С' = / +  0 =/.

2. Обратно: если Ft и F2 — две первообразные для одной и той же функции/, то 
они отличаются на постоянное слагаемое.

Действительно, из F{ = /  и F{ =  /  следует (F\ — F2)' = F{ —
— Fj = / —/ = 0 . Функция, производная которой тождественно равна
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нулю, является постоянной. Это свойство производной очевидно из ее 
механического смысла: если скорость точки равна нулю, то она стоит 
на месте и ее координата постоянна. Итак, F\ — Fi = С. Все первооб­
разные для функции/ получаются из одной из них прибавлением к ней 
произвольной постоянной. Надо помнить, что знак I является «нео­
пределенным» в том смысле, что он обозначает какую-либо первооб­
разную.

3. J ( / ( x )  + g(x))d* = J/(jc)cbr + J^(x)dv.

Действительно, пусть F  и G — первообразные для функций f u g  со­
ответственно. Тогда F + G является первообразной для функции/ +  g\ 
(F+G)' = F' + G '= f+ g .

4. jcf(x)dx = cjf(x)dx.

Доказывается аналогично.
Таблицу первообразных получают с помощью таблицы произво­

дных. Проверить табл. 6 можно, делая обратную операцию, т.е. вычис­
ляя производные.

Таблица 6
Первообразные функции

А*) J/(x) dx

1 X

X x 2

2

хк
£+1

f -Г k  + \

1

X
Xv x  (x > 0)

s in x —c o s *

COS X sin x

ex ex

1

1 + х 2
arctg x
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Линейная замена переменной

Тео рем а. Пусть F —  первообразная для  функции f. Тогда 

J/ (fc t+ &) dx = ^-F(kx + b ) .

Действительно, вычислим производную от F(kx + b): (F(kx + b))' =

= kF'(kx + b) — kf{kx + b). Отсюда — F(kx + b) является первообразной
к

для функцииДЪ: + b).
Следовательно, таблица первообразных может быть дополнена 

(табл. 7).

Таблица 7
Первообразные функции (дополнение)

А х ) J/(x)dx

(кх + b)" 1 (kx + b)n+l . ..
■7- --------—  ( л * - 1)к /1 + 1

1
х - а

In (х — а ) (х > а )

ах =е(1па)х — ах 
In а

sin (сох +  а) -  — cos (gix + а )  
со

cos (ых + а ) — sin (ахх + а) 
ш

Операция дифференцирования совершается формально — нужно за­
помнить несколько правил и их будет достаточно для нахождения про­
изводных. Не так обстоит дело с интегрированием: например, нет фор­
мулы для интегрирования произведения и частного функций. Поэтому 
составлены обширные таблицы интегралов (первообразных) и появля­
ется новая задача — научиться преобразовывать вычисляемые интегра­
лы к табличным.

Пример
Вычислить J  sin2 х dx .
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В таблице интегралов нет интеграла от sin2*. Однако можно вос-
2 1пользоваться формулой sin х = -(1  —co s2 x ). Для cos 2х интеграл из­

вестен, поэтому

J sin2 xdx = j i ( l  — cos2x)dx = Jdx — J cos2xdx j =

I f  1 . » x sir= — x — sm2x = --------
2l 2 j 2

sin2x

Теорема Ньютона — Лейбница

Знаменитая теорема, названная именами основоположников матема­
тического анализа, гласит:

интеграл равен приращению первообразной.

Запишем формулировку более подробно.

Теорема Ньютона — Лейбница. Пусть f—  данная функция, F —  ее перво­
образная. Тогда

ь
\f(x)6x = F(b)-F(a)

Д оказательство. Одна первообразная для функции / известна — 
это 5(х) — переменная площадь подграфика функции/  По опреде-

ь
лению интеграла J/(x)dx = S(b)- 5(a)=S(b), так как S(a) = 0. Пусть

а
F — произвольная первообразная для функции/. Тогда она отлича­
ется от S  на константу, но приращение функций F m S  будет одним 
и тем же:

S(x) = F(x) + С,

J f (x )  dx = S(b)- S(a) = ( F(b) + С )~(F(a)+C) = F(b)- F(a) ,
a

что и требовалось доказать. Разность F(b) — F(a) сокращенно запи­

сывается в виде F(x)fa .

Теорема Ньютона — Лейбница сводит вычисления интегралов к вы­
числению первообразных.
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Примеры
1

1. Вычислить |х2<3х(рис. 337).

J x 2d x :

IT/2

2. Вычислить Js in 2 x d x .
о

f sin2xdx = --cos2 jclo '/2 = — c o s t c + —cosO = 1. 
J 2 2 2

л /2
Рис. 337

Свойства интеграла

Формула Ньютона — Лейбница сводит свойства интеграла к свой­
ствам первообразной, которые, в свою очередь, опираются на свойства 
производной.

ь ь ь

1- j(/  + g)dx = J/<ix + <[gdx.
а а а

Ь Ъ

2. jc/ d x = c j/ d x .
а а

Д о к а за те ль ств о  (первого свойства). Пусть F  и G — первообразные 
для функций f u g  соответственно. Тогда функция F  + G — одна из 
первообразных функций f+ g .  По теореме Ньютона — Лейбница,

ь
{ (/  + g) dx = (F  + <?)| * =  F(b) + G ib )-  F(a) -  G{a) = 
a ь ь

-  Fib) — F{a) + G(b) — Gia) — J  f  dx + Jgdx •
a a

Второе свойство доказывается аналогично. Отметим следствия 
свойств 1 и 2:

ь ь ь
J (/ -^ )d x  = J / d x - J g d x  ,
а а а

Ь Ь Ь

J(a/  + pg) dx = a j/ d x  + p jgdx .
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Некоторые свойства интеграла явля- у 
ются следствием свойств площади, 
лежащей в определении интеграла.
Ь с Ь

3. J /d x  = | / d x  + J /d x .

У=Лх)

Д о к а за те ль ств о . Площадь всей криво­
линейной трапеции с основанием [a, ft] о а 
(рис. 338) есть сумма площадей трапе­
ций с основаниями [а, с] и [с, ft].

с Ь х
Рис. 338

Это же свойство можно получить и вычислением. Пусть F — перво­
образная для функции f c. Тогда

} /  dx = F(c) -  F (a) , J / dx = F(b) -  F(c) .
a с

Складывая почленно последние равенства, получаем

ь
F(c) -  F(a) + F(b) -  F(c) = F(b) - F ( a ) =  f/dx.

a

Доказанное свойство интеграла называют его аддитивностью (от 
лат. addo — складываю).

а

Полезно отметить, что J/(x)dx = 0 , так как F(a) — F(a) = 0.

и и
4. ЕслиДх) >g(x), то J/ (x)d x  > fg (x )d x .

Действительно, функция h(x) = fix) — g(x), по условию, не отрица­
тельна. Следовательно, не отрицателен от нее и интеграл, являющий-

ь
ся, по определению, площадью подграфика: j (/ (x ) -g (x ) )  dx > 0 . Рас-

а
крывая левую часть этого неравенства по свойствам 1 и 2, получаем
ь ь ь ь
J/ (x )d x -Jg (x )d x > 0  т.е. J/ (x)d x>  fg(x)dx, что и требовалось дока-
а а а а
зать.

Примеры
п/2

1. Вычислить J ( x - s in x ) d x .
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л /2 л /2 л /2

| ( jc — s i n лг)d x  =  | x c b c -  j s i n x d x  =  —

л /2

+ cosx|*/2 = —  -1  *0 ,2 3

r x1 + x + lJ d* ' f l 1 + 7 + 7 i‘K  = Jtf +lnArlX X

,2 1

=  2 — 1 + In 2 — 0 — -  + 1 =  — + In 2 *2 ,1 9 . 
2 2

Контрольные вопросы и задания

1. Что такое первообразная?
2. Перечислите свойства первообразной.
3. Как меняется первообразная при линейной замене аргумента 

подынтегральной функции?
4. Сформулируйте теорему Ньютона — Лейбница.
5. Перечислите свойства интеграла.
6. В чем состоит аддитивность интеграла?
7. Как связаны между собой две первообразные для одной и той же 

функции?
8. Как меняется при интегрировании амплитуда гармонического 

колебания?
9. Как меняется степень при интегрировании степенной функции?
10. Верно ли, что интеграл от любой степенной функции будет сно­

ва степенной функцией?

§  34. Приложения интеграла

Площадь

Пусть надо вычислить площадь какой-либо плоской фигуры Ф. Вве­
дем на плоскости декартову систему координат. Тогда отдельные куски 

границы фигуры Ф можно задать в виде графиков 
некоторых функций. Сравнительно простой слу­
чай изображен на рис. 339. Площадь фигуры Ф 
можно получить сложением и вычитанием пло- 

Рис. 339 щадей подграфиков функций, задающих границу.
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Ф (рис. 340) получается как разность под- 
графиков функций f u g ,  т.е. выражается 
через интегралы:

ь ь
S = J/(x)dx-Jg(x)dx .

а а

Примеры
1. Найти площадь одной арки сину­

соиды (рис. 341).

Рис. 340

S = Js in *d x  = -cosx|S=l + l = 2 
о

Найти площадь между дугами парабол у = х2 и у = 4х  (рис. 342).

Рис. 341 Рис. 342

Данная фигура ограничена графиками двух функций: f(x) = -Jx 
и g(x) =х2. Искомая площадь равна

1 1 
5  = J \[х dx -  J x 2dx = —

3/2

3/2
Л'
Т

1 - 1  = 1  
3 3 " 3

То, что площадь вычисляется с помощью интеграла, — это не уди­
вительно, так как понятие интеграла с самого начала у нас вводилось 
через понятие площади. Вычисление других физических величин с по­
мощью интеграла потребует дополнительных рассуждений.

Схема применения интеграла

При ознакомлении с понятием интеграла мы выделили три его 
характеристики.
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1. Интеграл от функции/есть площадь ее подграфика (с учетом знака).
2. Интеграл есть предел интегральных сумм.
3. Интеграл от функции/есть приращение ее первообразной.

Любая из этих характеристик интеграла может служить основой для 
его приложений. Наиболее стандартным путем выражения какой-либо 
физической величины в виде интеграла от другой является использо­
вание третьей характеристики интеграла как приращения первообраз­
ной. Однако и две первые характеристики очень важны в приложени­
ях, так как позволяют получить геометрический смысл связи между 
физическими величинами и дать простой способ приближенного вы­
числения.

Вернемся еще раз к величинам, которые вычисляются с помощью 
интеграла (например, такие физические понятия, как перемещение, 
работа, масса, электрический заряд, давление, теплота). К ним можно 
добавить геометрические величины — длину, площадь, объем. Все эти 
величины обладают некоторыми общими свойствами.

1. Величины можно рассматривать как функции отрезка.
Перемещение вычисляется в зависимости от отрезка времени дви­

жения. Работа переменной силы при движении по прямой зависит от 
пройденного отрезка пути. Массу тонкого неоднородного стержня 
можно рассматривать как функцию от отрезков этого стержня. Элек­
трический заряд, протекающий через поперечное сечение проводни­
ка, зависит от отрезка времени, за который производится измерение.

Функции отрезка часто можно представить как приращение обыч­
ной функции. Так, при движении точки по прямой, можно рассматри­
вать эту прямую как числовую ось и ввести функцию времени — коор­
динату точки. Тогда перемещение на данном отрезке времени запишем 
как приращение координаты:

х =x(t), S = Ах =x(t2) — x(ti).
При вычислении массы стержня можно считать, что стержень рас­

положен на числовой оси х и занимает положение от 0 до / (/ — длина 
стержня). Теперь введем функцию т =  т(х) — массу стержня с конца­
ми в начальной точке и в точке х. Тогда масса отрезка стержня с конца­
ми в точках Х\ и х2 равна приращению функции т{х) на этом отрезке:

Ат =т(х2) — т{хх).

Для вычисления площади подграфика мы вводили переменную 
площадь S = S(x) — площадь под графиком функции от начальной точ­
ки до точки х. Площадь криволинейной трапеции с основанием [хь х2] 
равна приращению функции S на этом отрезке.
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Заметим, что так как мы вычисляли приращение функции, а оно 
не изменится, если функцию изменить на постоянное слагаемое, то 
при определении переменных массы, работы или площади не важно, 
какое значение мы выбираем для этой функции в начальной точке или 
от какой точки начинаем вычислять ее значения.

2. Известна скорость изменения величины.
Так, скоростью изменения перемещения будет скорость в обычном 

смысле этого слова. Скоростью изменения работы в зависимости от 
времени является мощность, а скоростью изменения работы в зависи­
мости от перемещения является сила. Скорость изменения массы — 
это плотность. Само слово «плотность» имеет такой же универсальный 
характер, как слово «скорость», и им широко пользуются. Например, 
плотность тока, плотность заряда.

Если величину записать как приращение некоторой обычной 
функции, то ее скорость (или плотность) равна производной этой 
функции.

Примеры
1. Скорость механического движения

_  dx 
dt

2. Линейная плотность стержня

dm
Р = ^ '

3. Мощность

dt
4. Сила при перемещении по прямой

Интеграл применяется тогда, когда известна скорость или плотность/искомой 
величины. Если искомая величина представлена в виде приращения некоторой 
функции F, то / является производной F, a F — первообразной для функции /, 
т.е. интегралом от функции/.

Запишем этот вывод с помощью формул. Независимый аргумент 
обозначим t, а искомую величину — F. Рассмотрим значение F  на ма-
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лом отрезке [/, t + d/]. Пусть/ — скорость изменения F. Запишем связь 
между F и/в дифференциальной форме:

d F=A t) d t

Следовательно,

F =  F  = \f(t)A f
a

Итак, схема применения интеграла сводится к следующему.
1. Записываем главную часть изменения искомой величины с по­

мощью дифференциалов: dF= f[t)  dt.
2. Запишем F в виде интеграла:

ь
F = F = \f(t)At-

а

3. Находим первообразную для функции / и вычисляем /-"как раз­
ность значений первообразной на концах отрезка.

1. Отметим вольность в выборе обозначений, которая часто допускает­
ся  в приложениях. М ы ищем некоторую величину, например массу 
стержня. Обозначаем ее какой-то буквой, скаж ем, т. В данном случае 
т — масса определенного стержня, т.е. просто число. Однако для на­
хождения т надо рассматривать массу произвольного отрезка стержня. 
Ее снова обозначаем т, хотя сейчас понимаем т как функцию отрезка. 
Затем мы вводим переменную массу — массу стержня от начальной 
точки до точки х  — и эту функцию от х  тоже удобно обозначать той же

буквой т, чтобы записать соотнош ение для плотности: р =  —  , или
dx

dm = pdx. М ы употребляем везде одну и ту же букву (хотя речь идет 
о разных понятиях, для обозначения используется одна и та же буква).

2. Рассмотренные нами величины были функциями отрезка. Часто 
встречаются аналогичные величины, но зависящ ие от других областей. 
Так, масса произвольного тела зависит не от отрезка, как это мы идеа­
лизировали для тонкого стержня, а от области пространства. Сущ еству­
ют более сложные интегралы, которые позволяю т вычислить величи­
ны, зависящ ие от частей кривой линии (криволинейные интегралы), 
от частей поверхности (поверхностные интегралы), от частей объема 
(объемные, или тройные, интегралы). В некоторых простых случаях и с­
комые величины удается рассмотреть как функции отрезка и свести их 
нахождение к вычислению обычных интегралов. С  такими примерами 
мы ознакомимся при вычислении объемов и при решении прикладных 
задач.
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Работа

Пусть точка движется по оси х, в каждой точке которой приложена не­
которая сила F =  F(x). Вычислим работу, которую надо совершить при 
перемещении из точки а в точку Ь. На малом отрезке пути от точки х 
до точки х + dx можно считать силу постоянной и равной F(x). Тогда 
дифференциал работы &4 =  F(x)dx. Отсюда получаем, что вся работа на 
отрезке [a, b] равна

А = j>(x)dx •

Эта формула позволяет вычислить работу при прямолинейном дви­
жении. Перемещение по криволинейным траекториям требует друго­
го, так называемого криволинейного интеграла, однако запись работы 
в виде интеграла осталась бы прежней. В 
этом случае сила была бы векторной величи­
ной F, перемещение совершалось бы не обя­
зательно по прямой, и на малом отрезке его 
можно было бы записать dr. Главная часть 
работы есть скалярное произведение 
<14 =  Fdr, а вся работа — криволинейный ин­
теграл JFdr , где Г — кривая, по которой 
происходит перемещение точки (рис. 343).

Пример
Предположим, что в точке О помешен единичный электриче­
ский заряд. Он создает электрическое поле. На другой единич­
ный заряд, помещенный в точку х, действует сила F, обратно

к
пропорциональная квадрату расстояния, т.е. Д х) = —-  . Найти

х
работу электрического поля по перемещению единичного заря­
да из точки x t в точку х2. Применяя формулу для работы, 
получаем

Для функции Д х) =  —г первообразную м(х) можно найти по та­

блице: и(х) — — — . Тогда А — и(х)Г2 — \
х 1X1 v х

х 2 к
*i

к
х2
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Функция и(х) = —  называется потенциалом электрического поля, 
х

Работа А равна приращению функции и, т.е. разности потенциалов на 
концах отрезка.

Поскольку геометрический смысл интеграла — это площадь, ра­
боту можно представить как площадь подграфика для функции F{x). 
Изобразим этот график для разобранного примера (рис. 344).

Перемещение

Предположим, что точка движется по прямой (по оси х) с известной 
скоростью. Положение точки на оси будем считать функцией времени: 
х = x(t). Как найти перемещение точки за промежуток времени [t\, ?2]?

Если скорость точки постоянна и равна v, то перемещение 
S =  v(t2 —1\). Пусть теперь скорость меняется по закону v = v(t). За про­
межуток времени [/, Г + Дг) главную часть перемещения As мы получим, 
если будем считать, что на этом промежутке скорость постоянна и рав-

h
на v(t). Тогда d5 =  v(t)dt; следовательно, S — J v(t)dt.

'l
Если изобразить график скорости, то перемещение будет задаваться 

площадью подграфика (рис. 345).

Масса

Масса произвольного тела является величиной, для вычисления кото­
рой нужно тоже понятие интеграла, только более сложное. Мы сможем 
написать формулу для вычисления массы тонкого стержня, т.е. такого 
тела, в котором плотность изменяется вдоль одного направления и его 
можно представить как отрезок тонкой проволоки с изменяющейся 
плотностью.
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Если стержень однороден, то его масса т пропорциональна длине 
/, т.е. т = р/, где р — коэффициент пропорциональности, называемый 
линейной плотностью. Вычислим массу неоднородного стержня, если 
известно, как меняется плотность р. Представим себе, что стержень 
расположен вдоль оси х так, что занимает положение [0, /]. Если ли­
нейную плотность р можно считать функцией отх: р =  р(х), заданной 
на этом отрезке, то, считая на отрезке [х, х + dx] плотность постоян­
ной, получаем dm =  р(х) dx, следовательно,

о
Таким образом, масса стержня является интегралом от его линей­

ной плотности.

Электрический заряд

Представим себе переменный ток, текущий по проводнику. Как вы­
числить заряд q, переносимый за интервал времени [а, Ь) через сече­
ние проводника? Если сила тока / не изменяется со временем, то из­
менение заряда q равно 1(Ь — а). Пусть задан закон изменения I  = 1(f) 
в зависимости от времени. На малом интервале времени [/, Г + dt] 
можно считать силу тока постоянной и равной 1(f), тогда dq = I(t) dt
и, следовательно,

Сравним эти примеры с физическими примерами, обсуждавшими­
ся в связи с производной. Фактически рассматриваются одни и те же 
соотношения вида dF  = f(x) dx, но в первом случае дана величина F  
и нужно найти f ( f  выступает как производная F), а во втором случае 
известна величина/ и надо найти /’(/'является интегралом отf ) . 

Составим из наших примеров табл. 8

Прикладные задачи

Пирамида Хеопса представляет собой правильную четырехугольную 
пирамиду высотой 147 м, в основании которой квадрат со стороной 
232 м. Она построена из камня, плотность которого 2,5 г/см3. Найти 
работу против силы тяжести, затраченную при постройке.

ь
q =  | I (t)d i.

а
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Таблица 8
Приложения интеграла

Величина Соотношениев
дифференциалах Производная Интеграл

А — работа 
N  — мощность dA = N(t) dt dr

'2
A =  J N(t)dt

h

F — сила dA = F(x) dx
гу 4 d4 Fix) = —  

dx
■*2

A =  J / ’OOdx

m — масса тонкого 
стержня
р — линейная плотность

dm = p(x) dx
dm

p M ' d 7 m= J p(r)dr 
*1

q — электрический заряд 
/ — сила тока dq = I(t) d/ д о -  Jdr

h
4=  \l(t)At 

t\

s — перемещение 
v — скорость ds =  v(t) df

/л ^vit) = —  
dt

h.
s=

h

Проведем вертикально вверх ось х с началом у основания пирами­
ды. По этой оси будем измерять высоту подъема камней.

Сначала решим задачу в общем виде. Обозначим: Н — высота пира­
миды; а — сторона основания; р — плотность камня, А(х) — работа, 
выполненная при возведении пирамиды от основания до высоты х. 
Найдем сначала сторону у квадрата, получающегося в горизонтальном 
сечении пирамиды по высоте х. Из подобия треугольников получаем

Н - х  у а , гт ч
откуда у = - ( Н - х )  (рис. 346). 

Н а  Н
Рассмотрим тонкий слой пирамиды, рас­
положенный на расстоянии х от основания. 
Пусть толщина слоя равна dx. Слой можно 

dx приблизительно считать параллелепипе­
дом. Его масса dm = ру2 dx =

2
=  р—j ( H- x )2dx • При подъеме этого слоя

на высоту х была выполнена работа <14 =
— dmgx, где g — ускорение падения, т.е.

dA = pg-^-j; х(Н — x)2dx. Отсюда 
Рис. 346 Н
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Я 2 2 Я
А = А(Н) = j p g - ^ x i H - x ) 2dx = j (xH2 - 2 Hx2 +хг) --

Рga
Н 2

(  т/2 2 3 4
Н  х 2Н ^  + Х

2 3 4

я
р8° Н  = 2 ,3 7  10|2Д ж. 

12

Контрольные вопросы и задания

1. Как вычислить площадь плоской фигуры с помощью интеграла?
2. Назовите примеры физических величин, которые можно рас­

сматривать как функции отрезка.
3. В чем состоит схема применения интеграла?
4. Что является плотностью работы как функции отрезка пути?
5. Что является плотностью перемещения как функции отрезка 

времени?
6. Что является плотностью массы тонкого стержня как функции 

отрезка этого стержня?
7. Что является плотностью электрического заряда как функции 

отрезка времени?
8. Что является плотностью количества теплоты как функции от­

резка времени?
9. Как в форме интеграла записать дифференциальную связь 

dF = f(t)  dt между величинами F ,f  и t?
10. Как вычислить некоторую величину, если задан график ее 

плотности?

§ 3 5 .  Площади плоских фигур

Аксиомы площади

Площадь — это положительная скалярная величина. Если зафиксиро­
вать единицу площади, то площадь каждой измеряемой фигуры будет 
неотрицательным числом. Отметим это в качестве первой аксиомы 
площади.

Аксиома S, (неотрицательность площ ади) ___________________________
Площадь каждой измеряемой плоской фигуры есть неотрицательное число.
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Обозначим фигуру F, ее площадь S(F). Тогда аксиому можно за­
писать в виде неравенства S(F) > 0.

На самом деле аксиома 51, подразумевает несколько больше, чем 
просто утверждение о неотрицательности площади. В ней неявно гово­
рится о том, что всякой измеряемой фигуре можно сопоставить неко­
торое неотрицательное число, т.е. о задании отображения S множества 
измеряемых фигур во множество неотрицательных чисел. Следующие 
аксиомы фиксируют основные свойства этого отображения.

Аксиома S 2 (аддитивность площ ади) ___________
Пусть фигура F разбита на две части F\ и Гг, не имею­
щие общих точек (рис. 347). Тогда площадь фигуры F 
равна сумме площадей фигур F{ и F2.

Используя теоретико-множественную сим­
волику, можно записать вторую аксиому площа­
ди так: если F =  f| U  F2 (причем F\ n  F2 =  0 ) ,  то 
S(Fl) + S(F2) = S(F).

Аксиома S 3 (нормированность площ ади) ____________________________
Площадь прямоугольника равна произведению длин сторон.

Если F — прямоугольник со сторонами а и Ь, то S(F) = ab.

Аксиома S 4 (инвариантность площ ади) ____________________
Равные фигуры имеют равные площади.

Если фигуры F\ и F2 равны, т.е. совмещаются при перемещении, то 
их площади равны.

Остальные свойства площади можно вывести из аксиом S{ — S4. Для 
примера докажем свойство монотонности площади.

Теорема. Площадь части фигуры не больше площади всей фигуры.

Доказательство. Пусть фигура F\ является частью 
фигуры /’ (рис. 348). Обозначим F2 ту часть фигу­
ры F, которая состоит из точек, не входящих в F\. 
Тогда фигура F  разбивается на две части Fx и F2, 
не имеющие общих точек. По аксиоме S2 имеем 
S(F) = S(Fi) + S(F2). Слагаемое S(F2) не отрица­
тельно по аксиоме 5 Ь следовательно, S(F) > 5(/’1), 
что и составляет утверждение этой теоремы.

Рис. 347
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Обратите внимание на неточность рис. 347, иллюстрирующего 
аксиому S2. Фигура F  разбита на две части: F\ и F2. Условие аксиомы 
требует, чтобы F{ и F2 не имели общих точек. Но как быть с границей 
между F\ и F2? Конечно, ее можно искусственно приписать одной из 
частей, т.е. считать, например, что кривая, разделяющая Ft и F2, при­
надлежит F\, а множество F2 в этой стороне «открыто», не имеет грани­
цы. Однако это условно: почему границу надо относить именно к Fu а 
не к F2? На самом деле все это несущественно, так как граница имеет 
площадь, равную нулю, и поэтому ее можно рассматривать отдельно, 
а можно приписывать к любой области. С этой оговоркой в аксиоме 
Si можно не требовать, чтобы фигуры F\ и F2 не имели общих точек, а 
фиксировать наличие общих точек (границы), так чтобы площадь этой 
общей части была равна нулю.

Все это связано с тем, что в математике принято считать, что точка, 
отрезок, кривая имеют нулевую площадь. Данное утверждение можно 
пояснить исходя из аксиом.

Пример
Пусть площадь некоторой точки А равна 5(Л). Докажем, что 
5(/4) =  0. Возьмем произвольное положительное число а и изо­
бразим квадрат со стороной а так, чтобы точка А была внутри 
этого квадрата (например, в его центре; рис. 349). Обозначим 
построенный квадрат Ка. По аксиоме 5з,
S{Ka) — аа — а2. По теореме о монотонности 
площади, 5(Л) =  S< S(Ka) — а2. Итак, при лю- 
бом положительном а получаем неравенство а
0 < S < а2. Так как число а произвольно, то а2 
можно взять как угодно малым, поэтому S

Рис 349равно нулю, что и требовалось доказать.

В дальнейшем при вычислении площадей мы уже не будем обращать 
внимание на то, включена граница в рассматриваемую фигуру или у всех 
рассматриваемых фигур площадь границы считается равной нулю.

Важные формулы планиметрии

Напомним различные формулы для вычисле­
ния площадей многоугольников:

1. Площадь прямоугольного треугольника 
(рис. 350):

5 '=  - а Ь .
2 Рис. 350

А

Рис. 349
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Для доказательства формулы достроим треугольник до прямоуголь­
ника (рис. 351): По аксиоме S4, площади полученных треугольников 
равны, а в сумме (по аксиоме S2) они равны площади прямоугольника, 
которая, по аксиоме 5 3, равна ab. Итак, площадь прямоугольного тре­

угольника равна половине произведения длин катетов, т.е. S =  ^ a b ,
что и требовалось доказать.

2. Площадь произвольного треугольника (рис. 352, а, б)

S =  - a h .  
2

Рис. 351 Рис. 352

Предлагаем вам самостоятельно провести доказательство этой фор­
мулы, используя рис. 353.

Напомним известные вам из планиметрии формулы для вычисле­
ния площадей многоугольников.

3. Площадь параллелограмма (рис. 354)

S = ah =ab sin a , S = ^ d\d2 sin p.

4. Площадь треугольника (рис. 355)

S = R e s in a ,  S =  rp, S =  ^  ,S =  y jp (p -a ) (p -b ) (p -c ) ,
2. 4 К

где г — радиус вписанного круга; R — радиус описанного круга; 
р — полупериметр.

5. Площадь равнобедренного треугольника (рис. 356)

S =  -Z>2sina = -Z>2sin2B , S =  —  tg В.
2 2 F 4
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6. Площадь правильного треугольника (рис. 357)

о А2 Уз з/?27з
4  ’ 4  ’ 

где а = R л/3 ; R — радиус описанного круга.

7. Площадь правильного многоугольника с п сторонами (рис. 358)

Sn = - n a h , Sn = - n R 2 sin—  ,
2 I n

где h — апофема; p — полупериметр.

Рис. 356 

При п = 4

при п = 6

S =

S = a 2 = 2R2-, 

3/г2ч/3 3a2V3

Выражение площади через интеграл

Приведенные ранее формулы позволили найти площади некоторых 
специальных многоугольников. Площадь произвольной фигуры мо­
жет быть выражена через интеграл. Напомним, как это делается.

1. Площадь подграфика

S(F) = j/ (* )d x

где f{x) > 0 (рис. 359).

Эта формула является определением инте­
грала. Рис. 359

а
Рис. 357 Рис. 358
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Рис. 360

Рис. 361

2. Площадь произвольной фигуры (рис. 360). 
Введем систему координат так, чтобы гра­
ницу фигуры F  можно было разбить на 
графики двух функций (рис. 361).

Из аксиомы S2 следует, что площадь под­
графика функции /  определяется суммой 
площадей фигуры F  и подграфика функции 
/2. Тогда

ь ь
S(F) = j f l( x ) d x - j f2(x)dx.

а а

Схема вычисления площади с помощью 
интеграла изображена на рис. 362.

£ = |/(х)<1х-|я(х)<1»с

У У=Лх)

г ■У

а 0 Ъ X

J - J/ W d x
а

У = Л *)
с Ь

£,=|лх)<1х; 5;=-[л*)с1х

Рис. 362

Теперь определим площадь фигуры с использованием интеграла 
в том случае, когда надо самостоятельно вводить систему координат.

Пример
Вычислите площадь фигуры, изображенной на рис. 363, если 
известно, что закругление выполнено в форме квадратичной 
параболы.
Выберем оси координат так, как показано на рис. 364. Найдем 
уравнение квадратичной параболы. Так как ее вершина лежит на 
оси у, то у = ах2 + Ь. Коэффициенты а и b вычислим, зная ука­
занные на чертеже размеры: подставив в уравнение х = 0, най-
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дем b =  4, подставив у =  О, получим ах2 + 4 =  0, но из чертежа 
видно, что при у =  0 х =  ±8 , поэтому а • 82 + 4 =  0, откуда а —

1 1 2
=  —— . Итак, уравнение параболы у =  — —  х +4 . Разобьем фи­

гуру на треугольник и подграфик параболы. Площадь треуголь­

ника равна — • 16 • 8 =  64. Площадь подграфика вычисляем с по­

мощью интеграла:

8

О v

(  32 =  2 - — +32

— х2 +4 \dx = 2 
16

128
3

_Lf_
16 з

42

+ 4-8

Общая площадь: 64 + 42 -  = 106-

" V

Л'
Рис. 363 Рис. 364

Приближение площадей фигур многоугольниками

Со времен Архимеда (а возможно, и раньше) в геометрии использо­
валась следующая идея: для вычисления площади криволинейной 
фигуры ее заменяли приближенно многоугольником и пользовались 
формулами площади многоугольника.

Примеры использования этой идеи.
1. Площадь круга. Впишем в круг радиуса R и опишем около него 

правильные «-угольники. Пусть р„ и Р „ -  периметры «-угольников, s„ 
и Sn — их площади, h„ — апофема вписанного л-угольника. Получаем

две последовательности s„ =  ^ hnpn и 5n =  ^ RP„, задающие приближе­

ния (с недостатком и с избытком) площади круга. Как, зная, что длина 
окружности равна 2nR , получить площадь круга, равную nR2? Можно 
проследить, к какому числу приближаются последовательности Sn и s„.
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В последовательности S„ =  — RP„ числа Р„ приближаются к 2kR, а все
1 2

произведение — к числу -  R ■ 2nR = лR2. Аналогично, в последователь- 
1 2

ности s„ = — h,j>„ числа h„ приближаются к числу R, числар„ — к 2лR, а
2 1 

все произведение — к - R -  2nR = tzR2.
Так как круг лежит между вписанным и описанным многоуголь­

никами, то, по свойству монотонности площади, s„ < S < S„. Ясно, 
что площадь круга отличается от площади правильного вписанного 

или описанного многоугольника меньше чем на 
Sn — sn (площадь заштрихованной на рис. 365 мно­
гоугольной фигуры).

2. Приближенное вычисление интеграла. Запи­
шем формулу площади подграфика положитель­
ной функции:

ъ
S - J / ( x ) d * .

w #
П = 6

Рис. 365

Разобьем отрезок [а, b] на п равных частей и заменим интегральной 
суммой — приближенной формулой прямоугольников. Пусть для про­
стоты функция Дх) возрастает на отрезке [а, Ь]. Замена подграфика 
внутренней ступенчатой фигурой означает замену интеграла S суммой

sn -
b - a

(Дхо) + Л * 0  + -  +/(хя_ ,)).

Внешняя ступенчатая фигура даст приближение интеграла S  сум­
Ь -а

(Дх,) + Д х2) + +... +Дх„)). Ясно, что истинное значение

интеграла отличается от значения S„ или s„ не больше чем на S„ — s„, т.е. 
не больше чем на площадь закрашенной серым цветом на рис. 366 
многоугольной фигуры.

у 
/(*„)

У(*о>

Ox0=ax, лг2

Рис. 366 Рис. 367
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3. Применение палетки. Нанесем фигуру, площадь которой мы изме­
ряем, на лист бумаги, расчерченный на единичные квадраты. Подсчи­
таем количество квадратов, целиком содержащихся в данной фигуре. 
Обозначим это количество s0, a S0 — количество квадратов, имеющих с 
фигурой хотя бы одну общую точку.

Теперь нанесем сетку в 10 раз более мелкую. Площадь маленького 
квадрата равна 0,01. Пусть 5) — количество этих квадратов, целиком ле­
жащих внутри фигуры, St — количество квадратов, имеющих с ней хотя 
бы одну общую точку. Числа s\ • 10-2 и 5i • 10-2 дают следующее прибли­
жение к площади фигуры. Продолжим процесс уменьшения размеров 
квадрата дальше. Каждый раз при этом мы заменяем фигуру некоторым 
многоугольником, площадь которого равна на п-м шаге s„ ■ 10_2я или 
Sn ■ 10_2п. Эти числа дают приближенные значения площади фигуры.

Заменяя фигуру многоугольником, на л-м шаге мы совершаем 
ошибку, которая не больше чем (Sn — s„) ■ 10-2", где S„ — s„ — количество 
квадратов, которые имеют хотя бы одну обшую точку с фигурой, но не 
лежат целиком в ней, т.е. имеют точки, не принадлежащие фигуре. Они 
образуют многоугольную фигуру, покрывающую границу фигуры. Если 
граница фигуры имеет нулевую площадь, то число (S„ — s„) ■ 10_2л стано­
вится очень малым, т.е. погрешность измерения стремится к нулю.

Квадратную сетку, с помощью которой происходит измерение, называют па­
леткой (рис. 367).

Во всех трех рассмотренных случаях вычисления площади некото­
рой фигуры F  мы поступали следующим образом: строили (способы 
построения были различными) две последовательности многоуголь­
ников: одну, составленную из многоугольников, целиком лежащих 
внутри фигуры F, другую — из многоугольников, покрывающих F. 
Измеряя площади этих многоугольников, мы получали две последо­
вательности чисел, задающих приближения (с недостатком и с избыт­
ком) площади фигуры F. Разность этих приближений на л-м шаге дает 
оценку для ошибки измерения. Геометрически эта оценка совпадала с 
площадью многоугольной фигуры, которой можно покрыть границу 
фигуры F. Так как граница фигуры имеет нулевую площадь, то ошибку 
можно сделать сколь угодно малой.

Контрольные вопросы и задания

1. Перечислите аксиомы площади.
2. Какие вы знаете формулы для нахождения площади треуголь­

ника?
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3. Что нужно знать, чтобы вычислить площадь фигуры с помощью 
интеграла?

4. Какие вы знаете приближенные методы вычисления площади?

§  36. Объемы пространственных тел

Аксиомы объема

Изучение объемов мы проведем точно так же, как изучение 
площадей.

Аксиома (неотрицательность объема) ____________________________
Объем V каждого измеряемого тела /"есть неотрицательное число:

V(F)> 0.

Аксиома V2 (аддитивность объема) __________________________________
Если тело /"разбито на две части F\ и F2, не имеющие общих точек, то 
объем тела есть сумма объемов тел F\ и F2:
______________________ т =  т ) +  у щ ______________________

Аксиома 1/3 (нормированность объема) ______________________________
Объем прямого цилиндра равен произведению площади основания на высоту
(рис. 368).

В частности, объем единичного куба равен единице.

Аксиома У4 (инвариантность объема) 
Равные тела имеют равные объемы.

Эта аксиома утверждает, что при переме­
щении тела его объем не изменяется.

Теорема о монотонности объема доказы­
вается аналогично соответствующей теореме 
о площади.

Теорема. Объем части тела не больше объема 
всего тела (рис. 369): V(F1) < \/(F).

Также как и в случае площадей, можно до­
казать, что точка, кривая, поверхность имеют

Рис. 368

Рис. 369
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объем, равный нулю. Это позволяет при использовании аддитивности 
объема разбивать тело на две части некоторой поверхностью и не за­
ботиться о том, какой части приписать эту поверхность — границу, так 
как она имеет нулевой объем.

Интегральная формула для объема

Вспомним, как мы ранее вычислили объем лимона. Лимон тогда ре­
зался на дольки с параллельными краями. Очень важно, что каждая 
долька настолько тонка, что ее можно считать цилиндром (с одинако­
выми по площади основаниями). Правда, для разных долек эта пло­
щадь будет разной. Однако, зная, как меняется эта площадь в зави­
симости от того, где, в какой части лимона, вырезана долька, можно 
написать интегральную формулу для объема.

Рассмотрим тело F, выберем в пространстве некоторую ось х, и бу­
дем рассекать тело /’плоскостями, перпендикулярными оси х.

Проекция тела F  на ось х представляет некоторый отрезок, концы 
которого обозначим а и Ь. Плоскость сечения будем задавать точкой х 
на оси: а < х<  Ь. Площадь сечения, проведенного через точку х, обо­
значим 5(х) (рис. 370). Таким образом, мы построили функцию — пло­
щадь переменного сечения S =  S(x), определенную п ри * е [а, Ь\.

Из всего тела выделим маленькую часть, заключенную между се­
чениями, проведенными через точки х и х  + dx (рис. 371). Эту малень­
кую часть тела можно приближенно считать цилиндром с основанием 
£(х) и высотой dx. Объем такого цилиндра, по аксиоме Уз, равен 5(x)dx. 
Следовательно, dV= S(x)dx, откуда

ь
F = f £ ( x ) d x .

a
Это и есть интегральная формула для объема.

X x+dx

Рис. 370 Рис. 371
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Объем равен интегралу от площади переменного сечения.

При вычислении объема тела с помощью интегральной формулы 
направление, в котором проводятся плоские сечения, может быть про­
извольным. Его обычно выбирают так, чтобы формула для площади 
переменного сечения была возможно более простой. Мы убедимся 
в этом, вычисляя объемы пирамиды, конуса и шара.

Объем наклонного цилиндра

Рассмотрим наклонный цилиндр. Сечения этого цилиндра плоско­
стями, параллельными основаниям, имеют постоянную площадь S 
(рис. 372), поэтому осьх проведем перпендикулярно плоскостям осно­
ваний. Выберем начало О на оси х в точке пересечения оси с плоско­
стью, содержащей нижнее основание, а направление оси укажем снизу 
вверх. Тогда плоскость верхнего основания пересекает ось х в точке Н, 
где Я  — высота цилиндра. Итак,

и н
5(х) =  5 и  V = JSd x  = S jd x  = S tf  .

о о
Мы получили, что для объема наклон­

ного цилиндра справедлива та же формула, 
что и для объема прямого цилиндра.

Объем пирамиды

Рассмотрим пирамиду (рис. 373). Ось х 
проведем перпендикулярно плоскости 
основания. Тогда в сечениях пирамиды 
плоскостями, параллельными основанию 
(а значит, перпендикулярными оси х), бу­
дут многоугольники, подобные основа­
нию. Выберем начало О на оси х в точке 
пересечения оси с сечением, проходящим 
через вершину пирамиды, а направле­
ние — сверху вниз. Тогда плоскость осно­
вания пересекает ось в точке х = Н, где 
Н — высота пирамиды.
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Вычислим площадь переменного сечения S(x). В сечении получает­
ся многоугольник, подобный основанию. Коэффициент подобия ра-

хвен отношению расстоянии секущих плоскостей от вершины: — .
Н

Обозначим площадь основания S. По теореме об отношении площа­
дей подобных многоугольников имеем

Площадь переменного сечения представлена квадратичной функ­
цией от х. Интеграл от нее вычисляется просто:

V= f5(x)dx = ^ T f x 2cb:
I н 2 \ Н * 32 3

Объем пирамиды равен одной трети произведения площади основания 
на высоту.

Объем конуса

Формула для объема конуса получается аналогично формуле для объ­
ема пирамиды (рис. 374):

S{x) = Д - х 2 ; V = -S H .
Н 2 3

Объем любого конуса равен одной трети произведения площади основания 
на высоту1.

В частности, объем кругового конуса с 
радиусом основания R и высотой Н  равен

V = -n R 2H .
3

Объем шара

В сечении шара любой плоскостью полу­
чается круг. Поэтому ось х можно выбрать 
произвольно, а начало О взять в точке пере­
сечения плоскости, проходящей через центр Рис. 374
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шара (рис. 375, а) с осью х. Вычислим площадь круга, получающегося 
в сечении плоскостью, проходящей через точку х. По теореме Пифаго­
ра, г2 + х2 = R2 (рис. 375, б), откуда

S(x) = nr2 = n(R2- x 2).

Вследствие симметрии шара весь его объем V равен удвоенному 
объему его верхней половины, который получится при интегрирова­
нии переменной площади от 0 до R:

R R (  R R

V = 2 jS (x )d x  = 2 j  л(R2 -  x 2)dx = 2л R2 Jdx -  J x 2dx
о 0 V о 0

3
2л >3 O

J
1 1 * 1 

w я '

= 2л

/

R? R i )
1 з 0 , ч 3 ,

■2 Л2- * L = 1 ^ .

Итак, объем шара радиуса R равен

V = - nR\
3

Объем тела вращения

Кроме шара существует и много других тел, в сечениях которых по­
лучаются круги. Представим себе тело, образованное вращением не­
которой плоской фигуры относительно оси. Сечение этого тела, пер­
пендикулярное оси вращения, — круг.

Пусть фигура представляет собой подграфик функции у = Д х), за­
данной на отрезке [а, Ь) (Дх)) > 0). При вращении этого подграфика 
относительно оси х получим тело вращения (рис. 376).
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Сечение, проведенное через точку х пер­
пендикулярно оси, будет кругом радиуса 
г =  fix). Площадь сечения S — пг1 — жр-(х). 
По интегральной формуле, объем тела вра­
щения

Ах)

а b

У = к\ /\ х)йх.

Примеры
1. Найти объем тела, полученного при

вращении отрезка гиперболы у — —,
х

1
, вокруг оси х:х  е ,2

V = n j
dx

1/ 2 '

3 Зтс

1/2

Рис. 376

2. Найти объемы тел, образованных вращением отрезка параболы 
у = х 2, х е  [0, 1], вокруг оси х и вокруг оси у.
Объем тела вращения относительно оси х вычисляется по 
формуле

1 1
V = nj(x2)2dx = n fx4dx = - * 0 ,6 3 .

Для нахождения объема тела вращения относительно оси у за­
висимость у(х) =  х2 заменяется на зависимость х(у) = J y  , где 
у е {  0,1]:

У = п \ ф ) 26у = к\у6у = ^ 1 ,0 5 .

Контрольные вопросы и задания

1. Перечислите аксиомы объема.
2. В чем состоит интегральная формула для объема?
3. Для каких тел вы знаете формулы для вычисления объема?
4. Как найти объем тела вращения?



322 . МАТЕМАТИКА

§  3 . Площадь поверхности

Тела с плоскими развертками

Общая формула площади поверхности достаточно сложна. Мы огра­
ничимся лишь простыми частными случаями.

Выведем формулу площади поверхности тела, когда его поверх­
ность развертывается на плоскость. Простейшими примерами таких 
тел являются многогранники. Поверхность таких тел состоит из мно­
гоугольников, площади которых мы уже умеем вычислять, а площадь 
всей поверхности равна сумме площадей всех граней исходя из свой­
ства аддитивности площадей.

Другим примером тел, допускающих развертку, являются цилин­
дры и конусы. Приведем формулы для площадей боковых поверхно­
стей некоторых тел:

1) правильная п-угольная призма со стороной основания а и высотой Н

*̂ '(>ок паН,

2) правильная п-угольная пирамида со стороной основания а и апофе­
мой И

$бок 2 наИ,

3) прямой круговой цилиндр с радиусом основания R и высотой Н

= 2nRH\

4) прямой круговой конус с радиусом R и образующей I

$6ок ~  лЛ/.

Выведем последнюю формулу.
Разверткой боковой поверхности прямого кругового конуса являет­

ся круговой сектор, радиус которого равен длине образующей /, а дли­
на дуги равна длине окружности основания конуса, т.е. 2nR (рис. 377). 
Используя формулу для площади кругового сектора, получаем

iSgoK “ ~ 2nRl — nRl.

Нетрудно представить себе и другие тела, поверхности которых по­
лучены изгибанием плоских фигур. В этих случаях вычисление пло­
щади поверхности можно свести к вычислению площадей плоских 
фигур-разверток (рис. 378).
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Поверхность шара

Далеко не всякое тело можно развернуть на плоскость. Простейшим 
примером может служить шар. Как же тогда измеряется площадь его 
поверхности?

Размер площади кривой поверхности можно определить по коли­
честву краски, которую нужно потратить на равномерное покрытие 
поверхности. Предположим, что краска нанесена равномерно слоем 
толщины е только на одну сторону поверхности. Масса краски про­
порциональна объему ДКтонкой пленки, который можно приближен­
но оценить как произведение искомой площади S  на толщину е слоя: 
AV= Sc. Чем меньше с, тем точнее формула. Можно вычислить пло­

щадь S приближенно как отношение при малом е, т.е. за площадь
£

поверхности тела принять предел отношения объема слоя к его толщи­
не при стремлении толщины этого слоя к нулю.

Применим указанную идею для вычисления 
площади поверхности шара. Пусть шар имеет ра­
диус R. Тонкая пленка представит собой тело, за­
ключенное между двумя концентрическими шара­
ми радиусов R и R + dR, где dR — толщина пленки 
(рис. 379).

Если V(x) — объем шара радиуса х, то объем 
пленки равен V(R + dR) — V(R) = AV, т.е. прираще­
нию объема как функции радиуса.

Предел отношения есть производная объема шара по радиусу: 
AR

AVS(R) =  -----. Зная формулу объема шара, дифференцированием полу-
AR

чаем формулу для площади поверхности:
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Итак, площадь поверхности шара радиуса R равна 4тсЛ2.
Интересно заметить, что аналогично поверхности шара можно по­

лучить формулы для длин кривых, исходя из площадей. Так, длина 
окружности С получается дифференцированием формулы для площа­
ди круга:

S = kR2 => С = S' = (tzR2)' = 2kR.

Контрольные вопросы и задания

1. Приведите примеры развертывающихся поверхностей.
2. Как вычислить площадь поверхности, если ее можно развернуть 

на плоскость?
3. Для каких тел вы знаете формулу вычисления площади поверх­

ности?
4. Приведите примеры тел, поверхности которых не развертыва­

ются на плоскость.
5. Чему равна площадь поверхности шара?

Заключительная беседа

Составление дифференциального уравнения

Вернемся к задаче, в которой для вычисления произведенной работы 
мы ввели две переменные величины (см. главу 8): х — высоту от земли, 
на которую подняты камни, и А — работу, совершенную при возведе­
нии пирамиды до высоты х. Дальнейшие рассуждения дали соотноше­
ние между дифференциалами этих величин <14 =  F(x)dx, где F{x) =  

2

_  Р£Д _  ху  Полученное соотношение назовем дифференциаль- 
Н

ным уравнением для нахождения А = А(х). Запишем его с помощью 
<14

производной: —  = F(x) или А  = F(x). Это уравнение очень простое — 
dx

в нем производная неизвестной функции выражена через аргумент х. 
Отыскание самой функции А сводится к интегрированию:

X
А(х) = | /’(х)<1с.

о
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Дифференциальные уравнения — это уравнения, связывающие неизвестную 
функцию и ее производные.

Многие физические законы имеют вид дифференциальных урав­
нений, т.е. соотношений между функциями и их производными. Зада­
ча интегрирования этих уравнений — важнейшая задача математики. 
Одни дифференциальные уравнения удается интегрировать в явном 
виде, т.е. записать искомую функцию в виде формул. Для решения 
других до сих пор не удается найти достаточно удобных формул. В этих 
случаях можно найти приближенные решения с помощью вычисли­
тельных машин. Мы не будем подробно изучать методы интегрирова­
ния дифференциальных уравнений, а только рассмотрим несколько 
примеров.

Примеры
1. Уравнение механического движения. Пусть материальная точка мас­

сы т движется под действием силы /  по оси х. Обозначим t время 
ее движения, v — скорость, а — ускорение. Второй закон Ньютона

а = — примет вид дифференциального уравнения, если записать 
т

й2х
ускорение а как вторую производную: а = —j  = х .

Уравнение тх" = F  называют уравнением механического движе­
ния, где х = x(t) — неизвестная функция, т и F — известные ве­
личины. В зависимости от условий задачи по-разному и записы­
ваются различные дифференциальные уравнения.
Например:

F
а) сила постоянна (F  =  const). Уравнение движения х" = — = а

т
(где а — const);

б) сила периодически изменяется со временем, например по за-
Р

кону F  = F0 sin (о/. Уравнение движения х" = — sin со?;
т

в) сила пропорциональна смещению (движение идеально упру­
гой пружины): F — —кх (к > 0), знак «—» указывает на то, что 
направление силы противоположно направлению смещения.

Уравнение движения х" = - —х ;
т

г) сила, обратно пропорциональная квадрату расстояния, F  = 

= — (свободный полет). Уравнение движения х" = — ;
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д) постоянная сила тяжести Fx = mg и сила трения F2 = —кх', 
пропорциональная скорости, действующие одновременно 
(падение с трением). Уравнение движения

Во всех уравнениях движения вторая производная неизвестной 
функции х выражена через время t, положение х точки и ее ско­
рость V. Такое уравнение называют уравнением второго порядка, 
так как в него входит вторая производная. Дифференциальное 
уравнение для работы по постройке пирамиды Хеопса является 
уравнением первого порядка, так как в нем имеется только пер­
вая производная.

2. Радиоактивный распад. Масса т радиоактивного вещества изме­
няется со временем: т = m{t). Экспериментальные данные дают 
основание считать, что скорость изменения массы пропорцио-

d т
нальна массе вещества в данный момент: —— = -km  , где к — ко-

at
эффициент пропорциональности (знак «—» показывает, что 
масса вещества убывает).

3. Народонаселение. Представим число жителей страны в момент 
времени t как функцию L = L(t). Допустим, что за единицу вре­
мени народонаселение увеличивается на определенный про­
цент. Если в момент времени t число жителей равно L(t), то за 
период времени [/, t + d/] появится примерно kL(t) dt новых жи­
телей, т.е. AL *  kL(t) dt. Хотя величина L принимает целые зна­
чения, обычно интересуются приближенными значениями L. 
Заменяя функцию L функцией, принимающей значения непре­
рывно и удовлетворяющей соотношению dL = kb  dt, мы не сде­
лаем большой ошибки. Таким образом, скорость роста функции 
L равна kL  и она удовлетворяет дифференциальному уравнению

4. Электрическая цепь. Пусть электрическая цепь состоит из по­
следовательно соединенных резистора и конденсатора (рис. 380). 
В цепи произошло короткое замыкание и конденсатор, имев­
ший начальный заряд, начинает разряжаться. Напряжение на 
конденсаторе в момент времени t обозначим U = U(t). Заряд 
q = q(t) связан с напряжением U формулой q = CU, где С — ем­
кость конденсатора. Через сопротивление пойдет ток силой
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\
г UI  = ----- , где R — сопротивление рези-

R
стора, а знак «—» связан с направлением 
тока. Сила тока — это производная за­

ряда по времени. Учитывая, что I  = Рис-380
R

n r  r dU U dU 1 гг а а  — Си, получаем С -----= ------и л и ------ = -------- и .
d t R dt RC

Сформулируем вывод. Многие явления природы и техники описы­
ваются дифференциальными уравнениями, т.е. уравнениями, связы­
вающими неизвестные величины и их производные. Вывод дифферен­
циальных уравнений основан на знании законов изучаемых явлений.

Решение дифференциального уравнения

Дифференциальное и интегральное исчисления позволили записать 
на математическом языке в виде дифференциальных уравнений раз­
личные законы и явления. За 300 лет существования этого раздела ма­
тематики появились многие тысячи дифференциальных уравнений. 
Однако замечательно то, что многие уравнения похожи друг на друга. 
Сравним, например, три уравнения, полученных в рассмотренных ра­
нее примерах 2—4:

dm , dL , т dU 1 1Т
—  = —km : —  = kL ; -----= --------и .
dt dt dt RC

Все они имеют один и тот же вид — скорость изменения искомой 
функции пропорциональна значению этой функции. Решения всех 
трех уравнений сводятся к решению одного:

dx
—  = а х . 
dt

(при разных значениях коэффициента пропорциональности сх). Здесь 
мы наблюдаем удивительное могущество математики — совершенно 
разные процессы приводят к одной и той же математической модели. 
Ее исследование дает нам ответ, как в разобранных задачах, так и во 
многих других, которые приводят к такому же уравнению.

Математики научились объединять вместе похожие уравнения, 
классифицировать их. Так же как в случае простых алгебраических 
уравнений были найдены в свое время формулы для их корней, так
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и в случае некоторых стандартных дифференциальных уравнений 
были получены формулы для их решений.

Решение дифференциального уравнения — это функция, при под­
становке которой в уравнение оно превращается в тождество. Так как 
операция дифференцирования выполняется просто, то всегда нетруд­
но проверить, является ли данная функция решением дифференци­
ального уравнения или нет.

Примеры
at2

1. Функция х = —  + v0t + х0, где v0, л:0 — произвольные числа,

является решением уравнения х" = а. Действительно, вычисляя 
производные, получаем х! = at + v0, х" = а.

Р
2. Функция х = ----- sin + V  + *0 является решением уравне-

р  ты 
ния х" — — sin соt. 

т
( [к3. Функция x = y4sin —t + a , где А и а — произвольные числа,
\\т )

кявляется решением уравнения х = — х .
т

4. Функция т = Се~к1, где С — произвольная постоянная, является 
решением уравнения т' = —кт.

Однако не для всех уравнений решения записываются так просто. 
Уже для уравнения свободного космического полета написать форму­
лу решения довольно трудно. Часто удается исследовать решение диф­
ференциального уравнения, не находя самого решения.

Уравнение показательного роста

Известно много процессов, в которых скорость изменения какой-либо 
величины пропорциональна ее значению. К числу таких процессов от­
носят радиоактивный распад, остывание тела, разряд емкости через 
сопротивление, изменение народонаселения и др.

Эти процессы описываются дифференциальным уравнением пер­
вого порядка х' = ах при различных значениях коэффициента а.

Как же решить уравнение х' = ах?
Мы знаем, что показательная функция обладает тем свойством, что 

ее производная пропорциональна ей самой. Таким образом, функция 
х' = еа1 является одним из решений уравнения х’ = ах. Как найти все ре­
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шения? Пусть z — произвольное решение, т.е. £  = az. Запишем z = yeal, 
где у — новая неизвестная функция. Тогда

(уе01)' = а(уеа1).

Вычислим производную левой части:

(уе‘"У = у'е0' + ауё".

Приравнивая правые части уравнений, находим е?'у' = 0, т.е. у' = 0. 
Таким образом, производная функция равна нулю ну = С. Итак, любое 
решение уравнения х' = ах имеет вид х = Се0', где С — константа. 

Получаем решения для рассмотренных уравнений.
Значение константы С определяем, зная начальное значение ис­

комой величины. Если в качестве началь­
ного момента времени взято / =  0, то значе­
ние С как раз и равно значению искомой 
величины при / =  0. Так, если начальное на­
пряжение на конденсаторе Uo, то конденса­
тор разряжается по экспоненциальному за- 

t
кону: U = U0e RC . При больших t значения U 
приближаются к нулю. Графики показа­
тельных функций при разных а приведены Рис. 381 
на рис. 381.

Уравнение гармонических колебаний

Напомним уравнение движения материальной точки, прикрепленной 
к концу упругой пружины: тх" = —кх. Оказывается, есть много задач, 
приводящих к аналогичным уравнениям второго порядка.

Пример
Рассмотрим электрическую цепь, состоящую из последователь­
но соединенных конденсатора емкостью С и катушки индуктив­
ностью L (рис. 382). На конденсаторе 
есть начальное напряжение. В началь­
ный момент времени цепь замкнули 
накоротко и через катушку пошел ток.
Обозначим U = U(t) напряжение на 
конденсаторе в момент времени t. На- Рис. 382

L
\

о
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пряжение U(t) на катушке (при выбранном направлении тока) 
пропорционально скорости изменения силы тока I, проходяще­

го через катушку: U = —L — . Подставляя в это выражение
dt

Окончательно приходим к уравнению второго порядка относитель­
но напряжения:

Итак, две разные на первый взгляд задачи физики — колебание 
упругой пружины и разряд конденсатора через катушку — привели к 
одному и тому же дифференциальному уравнению второго порядка, 
только записанному в разных обозначениях:

Разберем первое из них, обозначив —со2 константу, стоящую перед 
искомой функцией х" = — со2* . Это уравнение называется уравнением 
свободных гармонических колебаний.

Проверим, что функция х = A cos (со/ + а), где А и а — константы, 
является решением уравнения х" = —и>2х. Действительно,

Оказывается, что, изменяя А и а, мы получаем все решения урав­
нения гармонических колебаний. Константы А и а имеют наглядный 
смысл: А — это амплитуда колебаний, а — начальная фаза. Значения 
А н а  находятся из начальных условий — значений х их' в начальный 
момент времени. Графики гармонических колебаний при различных 
значениях А, со и а приведены на рис. 383.

1= —  , где q = CU, получаем:

х' = —Аы  sin (со/ + а), х" = —А со2 cos (со t + а) =  — со2*.

*

Рис. 383

Уравнение гармонических 
колебаний получено нами 
при предположениях, кото­
рые реально не выполняются. 
Так, при описании колебания 
пружины надо учитывать тре­
ние, а при описании разряда 
конденсатора — внутреннее 
сопротивление. При этом 
в уравнении колебаний появ-
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ляется дополнительное слагаемое, зависящее от первой производной 
(скорости).

Решения такого уравнения зависят от 
соотношения между параметрами L, R, С.
Свободные колебания наблюдаются в электрической цепи, если 
в ней произошло короткое замыкание и ток идет только за счет 
начального заряда конденсатора. Если в цепи подключить ис­
точник ЭДС, то колебания тока описываются новым уравне­
нием, которое нетрудно вывести. Решения такого уравнения 
характеризуют вынужденные колебания, зависящие от подавае­
мого напряжения.

Мы рассмотрели некоторые примеры дифференциальных урав­
нений. При этом мы не ставили задачи научиться решать эти уравне­
ния: это предмет специального раздела математики, теории диффе­
ренциальных уравнений, которая изучается в высшей школе. Важно 
понять, что с помощью основных операций анализа (дифференци­
рования и интегрирования) можно строить математические модели 
(дифференциальные уравнения) достаточно сложных и важных про­
цессов. Полезно иметь в виду и то, что разные задачи могут приво­
дить к одной и той же модели, что делает наиболее часто встречаю­
щиеся уравнения особенно важными. К их числу относят уравнение 
показательного роста, уравнения свободных и вынужденных коле­
баний.

Контрольные вопросы и задания

1. Что такое дифференциальное уравнение?
2. Как записать второй закон Ньютона в виде дифференциального 

уравнения?
3. Приведите примеры дифференциальных уравнений механиче­

ского движения.
4. Каким дифференциальным уравнением описывается радиоак­

тивный распад?

Пример
Уравнение для силы тока I  в цепи 
(рис. 384).

Рис. 384
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5. Какому дифференциальному уравнению в первом приближении 
удовлетворяет функция, описывающая рост народонаселения?

6. Напишите дифференциальное уравнение свободных гармони­
ческих колебаний.

7. Приведите примеры разных процессов, описываемых одним 
и тем же дифференциальным уравнением.

8. Какой вид имеют решения уравнения показательного роста?
9. Чему равна частота колебания, описываемого уравнением 

х" + кх = О?
10. Как определяются значения констант, появляющихся при ре­

шении дифференциальных уравнений?



ГЛАВА

КОМБИНАТОРИКА

§  38. Правило произведения

Перебор вариантов

С перебором возможных вариантов человек сталкивается в своей 
жизни очень часто: выбор способа передвижения к месту работы или 
учебы, распределение порядка выполнения намеченных дел, плани­
рование свободного времени и др. А вспомните игру в шахматы или 
любую другую игру. Делая очередной ход, вы анализируете множество 
различных продолжений и останавливаете свой выбор на том, которое 
вам кажется наиболее выгодным.

Общие законы комбинирования вариантов, формулы для подсчета 
их числа, правила их перебора составляют часть математики, которая на­
зывается комбинаторикой. Толчком к развитию этой древней науки яви­
лось появление новой вычислительной техники, которая предоставила 
возможность осуществлять переборы миллионов вариантов. С другой 
стороны, многие важные прикладные задачи при решении их простым 
перебором вариантов приводят к такому объему вычислений, которые 
в принципе нельзя реализовать на вычислительной машине. Это заста­
вило искать новые алгоритмы целенаправленного перебора вариантов, 
совершенствовать методы подсчета или оценки их количества.

Мы ознакомимся с простейшими комбинаторными задачами, в ко­
торых будет идти речь в основном о подсчете количества различных 
комбинаций с теми или иными свойствами.

Составление таблиц

Представим себе группу из пяти мальчиков (Боря, Володя, Гриша, 
Дима и Женя) и четырех девочек (Аня, Ира, Оля и Лена). Как удобнее
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всего перебрать все пары, состоящие из одного мальчика и одной де­
вочки? Естественно составить таблицу (табл. 9), в строки которой вы­
писать имена мальчиков, а в столбцы — имена девочек. Каждая клетка 
этой таблицы соответствует одной паре «мальчик — девочка», причем 
все возможные пары будут перебраны. (В таблице выписаны только 
первые буквы имен.)

Таблица 9
Варианты перебора

Мальчики
Девочки

А И О Л
Б БА БИ БО БЛ

В ВА ВИ ВО ВЛ

Г ГА ГИ ГО ГЛ

Д ДА ДИ до ДЛ

Ж ЖА ж и ЖО ЖЛ

Прямоугольные таблицы используются очень часто. Посмотрите 
на ваши учебные кабинеты. Вы увидите периодическую таблицу эле­
ментов Д.И. Менделеева, таблицу растворимости соединений, табли­
цу значений тригонометрических функций и др. Таблица позволяет 
удобно расположить пары элементов двух множеств. При этом коли­
чество таких пар подсчитать легко. В нашей таблице 20 клеток, что со­
ответствует тому, что из пяти мужских имен и четырех женских можно 
составить 5 ■ 4 =  20 пар имен.

Полученный вывод можно записать в общем виде.

П р а в и ло  пр о изве де н ия ____________________________________________________
Пусть даны два конечных множества А и В. Пусть множество А содержит т 
элементов, а множество В — п элементов. Число различных пар, которые мож­
но составить, взяв по одному элементу из каждого множества, равно произ­
ведению тп.

Для доказательства этого правила осуществим перебор всех пар, 
составим таблицу, в строки которой поместим элементы множества А 
(их/и штук), а в столбцы — элементы множества В (их п штук). Клетки 
этой таблицы соответствуют всем искомым парам. Число клеток в та­
блице равно тп. Правило доказано.

Пример
На пяти перекрестках зажжено пять трсхсекционных светофо­
ров (каждый светофор находится в одном из трех положений —
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зажжен красный, зеленый или желтый свет). Сколькими спосо­
бами это можно сделать, если считать, что светофоры работают 
друг от друга независимо?
Первый светофор можно зажечь тремя способами, второй 
тоже тремя, третий — тремя и т.д. Общее число способов равно 
3 - 3 - 3 - 3 - 3  =  35 =  243.

Выбор представителей

Рассмотрим задачу: «В училище есть три группы первого курса. В пер­
вой — 20 человек, во второй и третьей — по 25. Нужно выбрать по 
одному представителю от каждой группы. Каким числом способов это 
можно сделать?».

Если бы групп было две, то мы сделали бы это, как в рассмотренной 
задаче образования пар из элементов двух множеств. Здесь необходи­
мо получать тройки представителей по одному человеку от каждой 
группы. Сделать таблицу теперь труднее. Конечно, можно мысленно 
представить себе трехмерную таблицу в пространстве в виде паралле­
лепипеда, по каждому из трех измерений которого выписаны фамилии 
участников соответствующей группы. Однако на практике реализо­
вать такую таблицу нелегко. Ответить же на вопрос: «Сколько клеток 
(кубиков) в такой таблице?» — можно: число равно произведению 
20 ■ 25 ■ 25 =  12 500.

Можно рассуждать иначе. Сначала выберем одного представителя 
от первой группы. Это можно сделать 20 способами (в первой группе 
20 человек). Затем выберем одного представителя от второй группы и 
составим пары (представитель первой группы, представитель второй 
группы). По правилу произведения таких пар будет 20 • 25 =  500. За­
тем, к каждой паре подсоединяя представителя из третьей группы, мы 
как бы снова составляем «пару», первый элемент которой — одна из 
полученных 500 пар, а второй элемент — один представитель третьей 
группы. Общее количество таких «пар» равно 500 - 25 =  12 500.

Таким же рассуждением можно обобщить правило произведения 
для любого количества множеств.

Число слов

Многие задачи комбинаторики удобно рассматривать на следующей 
«языковой» модели. Исходное множество — это множество букв. Бу­
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дем называть его алфавитом (можно, например, взять русский алфа­
вит из 33 букв или латинский алфавит из 26 букв). Назовем словом про­
извольную (конечную) последовательность букв. Например, ВЕРА, 
АРБА, КЛАН, БРКС, ТТТТ — четырехбуквенные «слова», составлен­
ные из русского алфавита. Другой пример, номер автомашины состо­
ит из трехбуквенного «слова» и «слова», составленного из «цифрового 
алфавита», скажем «ММЕ 27—31».

Пусть в алфавите 20 букв. Сколько можно составить двухбук­
венных слов из этого алфавита? Двухбуквенное слово — это пара, 
на каждом месте которой стоит только одна из букв данного ал­
фавита. Число таких пар можно подсчитать с помощью таблицы. 
Оно равно произведению 20 • 20 =  400. Некоторое отличие здесь 
от рассматривавшейся ранее задачи о числе пар состоит в том, что 
элементы пары теперь берутся из одного и того же множества («ал­
фавита»), хотя эти элементы берутся независимо один от другого 
(вторая буква может совпадать с первой). Поэтому обшее число пар 
равно снова произведению (совпадающих на этот раз) множителей: 
20 • 20 =  400.

А как подсчитать число трехбуквенных слов? Трехбуквенные сло­
ва — это тройки, составленные из букв данного алфавита. Если в алфа­
вите 20 букв, то число трехбуквенных слов равно 20 • 20 • 20 =  203 =  8000. 
Для получения этого результата надо представить, как мы пишем трех­
буквенное слово. Сначала пишем первую букву (20 вариантов); затем 
приписываем вторую букву (число вариантов возрастает в 20 раз, так 
как к каждой букве, написанной первой, мы можем приписать неза­
висимо любую из 20 букв), получится 202 двухбуквенных слов. Затем 
приписываем третью букву, число слов возрастает снова в 20 раз и по­
лучается 202 • 20 =  203 =  8000.

Таким образом, из алфавита в 20 букв можно составить 20 одно­
буквенных слов, 202 двухбуквенных слов, 203 трехбуквенных. Ясно, 
что четырехбуквенных слов в 20 раз больше, чем трехбуквенных, т.е. 
их число равно 204. В общем виде число /с-буквенных слов в этом ал­
фавите равно 20*.

Если в алфавите число букв равно п, то в предыдущей формуле для 
числа /с-буквенных слов надо заменить 20 на и и получить следующую 
формулу.

Число /с-буквенных слов в алфавите из п букв равно пк.

Чтобы в этой формуле не перепутать местами буквы п н  к, полезно 
каждый раз повторять рассуждения, сделанные при ее выводе.
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Задача
На рояле 88 клавиш. Сколькими способами можно последова­
тельно извлечь 6 звуков?
Первый звук можно извлечь 88 способами (нажать любую кла­
вишу). При добавлении второго звука число вариантов увели­
чивается в 88 раз, т.е. два звука последовательно можно извлечь 
882 способами, три звука — 883, четыре — 884 способами и т.д. 
Ответ: 886.

При решении этой задачи мы не сводили последовательности зву­
ков к словам в некотором алфавите. Это можно было сделать, приме­
нив обычную нотную запись звука. Знакомы ли вы с таким алфавитом? 
Сколько разных букв вы в нем знаете?

Составление расписания

Пусть мы составляем последовательность элементов данного множе­
ства, например, выписываем в виде слова буквы данного алфавита, 
составляем числа из цифр, мелодии из нот и др. Так подсчитывают 
число получаемых комбинаций в том случае, когда члены этой после­
довательности берутся независимо друг от друга. Однако часто встре­
чаются задачи на подсчет числа комбинаций, в которых выбираемые 
элементы связаны друг с другом какими-то ограничениями, зависимо­
стями. Важным примером такой задачи является задача о составлении 
расписания.

Задача
В классе 20 человек. Сколькими способами можно составить 
расписание дежурства на 6 дней недели так, чтобы каждый день 
дежурил один человек и никто не дежурил дважды?
Будем составлять список дежурных. На понедельник можно на­
значить дежурным любого из 20 человек. На вторник выбрать 
дежурным любого человека из 19 оставшихся. Таким образом, 
на 2 дня можно выбрать дежурных числом способов, равным 
20 19 = 380.
Обратите внимание на последнее место. Если бы мы выбира­
ли пару дежурных независимо друг от друга, то получили бы 
20 • 20 = 400 вариантов. Выбор первого дежурного накладывает 
ограничение — его нельзя выбирать во второй день. (Подумай­
те, каким клеткам в таблице пар соответствуют возможные пары 
дежурных на два дня.)



338 .  МАТЕМАТИКА

Продолжим рассуждение. Выбрав дежурных на первые 2 дня 
20 • 19 способами, на третий можно выбрать любого из остав­
шихся 18 человек, т.е. число списков дежурных увеличит­
ся в 18 раз. Продолжая выбор дежурных, мы получим, что 
на 6 дней можно выбрать дежурных числом способов, равным 
20 • 19 - 18 - 17 - 16 - 15 (6 множителей). Задача решена.

Составление расписания дежурств можно иначе себе представить 
так: имеется 20 человек и 6 мест (дни недели). Нужно разместить на 
этих местах по одному человеку из данных 20 человек. Такие комбина­
ции так часто и называют — размещения.

В общем виде: пусть у нас есть п человек и к мест (к < п). Каким чис­
лом способов можно разместить на этих местах (по одному на каждом 
месте) людей из данного множества?

Рассуждаем так же, как при составлении расписания дежурств: на 
первое место — любой из п человек, на второе — любой из (и — 1) остав­
шихся, на третье — любой из (л — 2) оставшихся и т.д. Число вариантов 
будет перемножаться (см. ранее, правило произведения). Обшее число 
множителей равно к. Как записать произведение к последовательных 
целых чисел в убывающем порядке, самое большое из которых рав­
но и? Это можно сделать так:

п (п — 1) (л — 2)... (п — к + 1).
Действительно, если первое число равно п, второе п — 1, тре­

тье п — 2, то к-е число равно п — (к — 1) =  (и — к + 1). При опреде­
ленных п и к формулу для числа размещений писать нетрудно — мы 
уже это делали, например, в ответе на задачу о расписании дежурств: 
20- 19-18-17-16  15.

Таким образом, мы доказали следующую формулу для числа раз­
мещений п объектов на к местах, которое обозначается Акп :

Ак = п (п — 1) ... (п — к + 1).
Сделаем то же самое замечание, что и после вывода формулы для 

числа слов: не надо запоминать формулу для числа размещений. При 
решении задач, в которых приходится размещать по местам какие-то 
элементы, надо повторить те же рассуждения, которые были продела­
ны при решении задачи о составлении расписания.

Перестановки

Вернемся к задаче о составлении расписания. Представим, что нуж­
но составить расписание дежурств 20 человек не на 6 дней, а на 20.
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Каждый человек будет дежурить один раз. Рассуждая, как и раньше, 
мы получим формулу для числа таких расписаний: на первый день мы 
назначим любого из 20, на второй — любого из оставшихся 19 и т.д. В 
ответе получится число, составленное из 20 множителей, из которых 
самый большой 20: 20 • 19 • 18 ... Последнее число равно единице, т.е. 
мы получим произведение всех целых чисел от 1 до 20.

В общем виде произведение целых чисел от 1 до я включитель­
но обозначается я! (читается: «я-факториал».) Таким образом, 1! =  1, 
2! = 2, 3! =  1 2 3 =  6, 4! =  1 2 ■ 3 4 = 24, 5! =  1 • 2 • 3 • 4 5 =  120 
и т.д. Заметим, что факториалы можно получить последовательно: 
6! =  5! • 6 =  120 • 6 — 720. В общем виде я! — я(я — 1)!

Итак, в рассмотренной задаче число мест, на которых мы должны 
разместить людей, равно числу этих людей. Такая ситуация встречает­
ся часто — рассадить я человек на я мест, или, что то же самое, припи­
сать каждому человеку номер. Говорят еще так. Мы хотим упорядочить 
данное множество людей, расставить их по местам. Так как расположе­
ние элементов множества в определенном порядке встречается часто, 
то для таких расположений в математике употребляется специальное 
слово — перестановка.

Перестановкой элементов данного множества называется расположение их
в определенном порядке.

Примеры
1. Заданное множество состоит из букв А и В. Перестановок всего 

две: АВ и ВА.
2. Заданное множество состоит из трех цифр: 1, 2 и 3. Перестано­

вок шесть: 123, 132, 213, 231, 312, 321. Число перестановок из п 
элементов обозначается Р„. Мы вывели формулу

Р„ =  я (я — 1) •... • 2 • 1 =  я!

С увеличением я число перестановок растет очень быстро. Так, я! 
при я = 10 равно 3 628 800, а при я =  100 оно имеет порядок 10158.

Контрольные вопросы

1. В чем состоит правило произведения?
2. Как подсчитать число слов в алфавите, состоящем из я букв?
3. Что такое размещение?
4. Что такое перестановка?
5. Как вычислить число перестановок я предметов?
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§  39. Биномиальные коэффициенты

Число сочетаний

Решим задачу: «В группе 20 человек. Сколькими способами можно из 
них выбрать двух дежурных?». Вопрос выбора пары человек из дан­
ной группы мы уже обсуждали в предыдущем параграфе. Возможны 
три постановки задачи. Можно фиксировать порядок, в котором будут 
дежурить два человека. Именно эту задачу мы решали раньше, назна­
чая по одному дежурному на каждый день. При этом есть два вари­
анта: разрешать одному и тому же человеку дежурить оба дня (ответ: 
202 =  400 способов) или не разрешать (ответ: 20 • 19 =  380 способов). 
Можно рассматривать задачу выбора двух дежурных, не фиксируя их 
порядка, т.е. назначая их как бы на один день. Число способов при 
этом уменьшится.

Как же подсчитать число различных пар? Число пар различных лю­
дей с учетом порядка (как говорят, упорядоченных пар) равно, как мы 
знаем, 20 • 19 =  380. При этом, например, пары АБ и БА считаются раз­
личными. Если мы их будем считать одинаковыми, т.е. не будем инте-

2019 1 QAресоваться порядком, то число пар сократится вдвое: —- —  =190.
Проведенные рассуждения можно наглядно изобразить с помощью 

таблицы. Составляя квадратную таблицу всех пар, которые можно со­
ставить из группы в 20 человек, получим всего клеток 202 =  400. Это 
соответствует числу всех упорядоченных пар (в том числе таких, в ко­
торых элементы повторяются). Если мы вычтем диагональные клетки 
(их 20 шт.), то останется 380 клеток, что соответствует числу упоря­
доченных пар с неповторяющимися элементами. Если теперь отожде­
ствим клетки, симметричные относительно диагонали, то число пар 
уменьшится вдвое и их станет 190.

Наборы элементов данного множества без учета их порядка называют сочета­
ниями (их можно было бы назвать подмножествами данного множества).

Ранее мы решили задачу подсчета числа сочетаний из 20 элементов 
по 2. В общем случае число сочетаний из п элементов по к обозначает­
ся так: С* (читается: «цэ из п по к»). Если заменить в разобранной за­
даче число 20 на п, то таким же рассуждением получим формулу

п 1 _п (п -\ )
П-------Л '
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Напомним, что п(п — 1) — это число упорядоченных пар с разными 
элементами (число размещений). Число же сочетаний вдвое меньше.

Выведем теперь общую формулу для числа сочетаний С* , при лю­
бом к. Начнем опять с примера.

Задача
Каким числом способов можно выбрать из группы в 20 человек 
команду из 3 человек?
Сначала выберем упорядоченные тройки различных людей. 
Число таких троек равно 20 ■ 19 • 18. Рассмотрим одну тройку, 
которую обозначим А, В, С. Ясно, что, переставляя этих людей, 
получим разные упорядоченные тройки, но одну и ту же коман­
ду, если нам не важен порядок элементов А, В и С. Значит, число 
команд в 6 раз меньше числа упорядоченных троек. Итак, иско-

20-19-18мое число команд или сочетаний из 20 по 3 равно ----- ------ =

20-19-18=  1140. Итак, С20--------—  •
Для любого п получим

3 _ п (п -1 )(п -2 ) _ п (п -1 )(п -2 )
6 3 !

Если находить число команд не по три, а по к человек, то надо 
разделить число размещений (упорядоченных наборов по 6 че­
ловек) не на 3!, а на к\:

^_и (л-1 )...(и-А : + 1) 
л= к\ ’

Эта формула в основном используется для небольших значе­
ний к. Отметим, что

/ - i _ „  г г  _ « ( « - ! )  _ й ( и - 1 ) ( й - 2 )
' “ 71 п  > ' “ 'Я  > *“71 ^

Решение смешанных комбинаторных задач

Приведем несколько примеров решения комбинаторных задач. 

Задачи
1. Сколько различных результатов может быть в тираже «Спортло­

то 5 из 36»?
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C3i = --^— = 465.

Из 36 номеров нужно выбрать 5 (разумеется, без учета порядка). 
Число таких выборов равно С356 , или

С35б _  36 • 35 ■ 34 ■ 33 ■ З2 _  зуб 992

Вы заполнили карточку «Спортлото 5 из 36». Сколько возможно 
различных результатов тиражей, в которых будет ровно 3 из от­
меченных вами номеров?
Сначала выберем из отмеченных пяти номеров те три, которые 
попадут в тираж. Это можно сделать числом способов, равным

с з = 5 4 -з  =  10
5 6

Оставшиеся в тираже два номера могут быть любыми из числа 
номеров, вами не отмеченных (их осталось 31). Эти два номера 
можно выбрать числом способов, равным

31 30
2

Общее число способов находят, комбинируя все выборы первых 
трех и последних двух номеров по правилу произведения. От­
вет: 465 ■ 10 = 4650.
Заметим, что данное число от общего числа вариантов составля­
ет примерно 0 ,012, т.е. 1,2%.
В группе 20 человек. Каким числом способов можно выбрать из 
нее команду из трех человек и, кроме того, одного капитана? 
Эту задачу можно решать различными способами.
Способ 1. Сначала выберем капитана (20 способов), а затем из 
оставшихся 19 человек выберем команду из трех человек 

191817( С,9 = -----------=  969 способов). Составляя комбинации по пра-
6

вилу произведения, получим ответ: 969 • 20 =  19 380 способов.

Способ 2. Сначала выберем команду ( С230 = ^  ^  ^  =  1140 спо-
6

собов). Затем из оставшихся 17 человек выберем капитана 
(17 способов). Комбинируя варианты, получим ответ: 
1140 17 =  19 380 способов.

Способ 3. Сначала выберем четырех человек ( С40 = -------—-------=

= 4845 способов), а затем из четырех выбранных человек одного 
назначим капитаном (4 способа). Ответ: 4845 • 4 =  19 380 
способов.
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В комбинаторике часто пользуются тем, что одну и ту же задачу 
можно решить по-разному: сравнивая ответы, полученные различны­
ми способами, можно получить интересные тождества. Так, в нашей 
задаче мы получили равенства 20 • = 1 7 - С230 =  4 С20. (Попробуйте 
получить обобщения этих соотношений, обозначив количество чело­
век в группе через п, а количество человек в команде — через к.)

Бином Ньютона

Коэффициенты С* для подсчета числа сочетаний называются биноми­
альными коэффициентами, потому что они используются в формуле 
бинома Ньютона. Бином Ньютона служит для возведения в степень 
суммы двух слагаемых (бином — это двучлен).

Формулы для квадрата и куба суммы хорошо известны:

(а + b)2 =  а2 + 2ab + Ь2, (а + Ь)ъ =  аъ +  3а2Ь + ЗаЬ2 + Ьъ.

Пример
Возвести в степень (1 + х)А:

(1 + х)4 =  1 + С^х + С }х2 + С4Х3 +С*х4 =  1 + Ах + 6х2 + Ах} + х4. 

Аналогично записывается формула в общем виде:

( 1 + х )л=  1 + С 'х+ C „V  + ...+ С Г 1*"-1 + х п.

Свойства биномиальных коэффициентов

Выпишем биномиальные коэффициенты С„ в виде треугольной та­
блицы. Для удобства допустим, что к принимает нулевое значение, по­
лагая Cn =  1 (это соглашение можно оправдать так: из к элементов
0 элементов можно выбрать одним способом — ничего не взяв). Табли­
цу построим следующим образом:

Г°ч>
с,0 с,0

✓ ' • 'О  s - А  у ^ гО<-2 <-2

с3° с\ с32 с3°
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Подставляя вместо С* их числовые значения, получим таблицу:

I
I I 

1 2 1 
1 3  3 1

1 4  6 4 1
1 5 10 10 5 1

В строчках таблицы стоят коэффициенты, участвующие в форму­
ле бинома Ньютона для возведения в квадрат, куб, четвертую степень 
и т.д.

Построенная таблица известна в математике давно и называется 
треугольником Паскаля. Легко заметить, что способ образования строк 
треугольника Паскаля таков: каждое число равно сумме двух чисел, 
стоящих над ним. Можно заметить и другие свойства биномиальных 
коэффициентов исходя из треугольника Паскаля. Приведем некото­
рые из них (без общих доказательств).

Свойство 1 ______________________________________________________________
Биномиальные коэффициенты, равноотстоящие от концов одной строки, рав­
ны между собой: С* = СЦ~к .

Свойство 2 ______________________________________________________________
Сумма биномиальных коэффициентов, стоящих в одной строке, равна степени
двойки:

1 =  1
1 + 1 = 2

1 + 2 + 1 =  22
1 + 3 + 3 + 1 =  23

В общем виде
с°п+с1п+...+с:-1+с:=2г

Свойство 3 ______________________________________________________________
Биномиальные коэффициенты возрастают от первого до середины, а затем 
убывают до последнего.

Свойство 4
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Это свойство записывает в общем виде закон образования новых 
строк треугольника Паскаля.

Контрольные вопросы и задания

1. Что такое сочетание?
2. Какова формула для числа сочетаний?
3. Как строится треугольник Паскаля?
4. Перечислите свойства биномиальных коэффициентов.

§ 40. Вероятность

Классическое определение вероятности

Выражения «маловероятно», «очень вероятно», «невероятно» часто 
употребляются в обыденной жизни. Подходя, например, к остановке 
автобуса, где останавливаются автобусы двух маршрутов — № 2 и 5, 
и увидев, что автобус № 2 отошел от остановки, а еще один автобус 
подходит к остановке, вы, конечно, посчитаете более вероятным, что 
приближающийся автобус имеет номер 5. В более сложных ситуациях 
нас не может удовлетворить оценка — «одно событие более вероятно, 
чем другое», необходимо количественно оценить вероятность того или 
иного возможного события. Необходимость количественной оценки 
вероятных событий появилась давно и послужила толчком к созда­
нию в XVII—XVIII вв. новой математической дисциплины — теории 
вероятностей.

Начавшись с оценки вероятности выигрыша или проигрыша 
в азартных играх, теория вероятностей постепенно пришла к решению 
трудных задач измерения надежности сложных устройств, эффектив­
ности работы различных систем, оценки качества больших партий из­
делий, задач долгосрочного планирования и многих других приклад­
ных задач.

Простейшей ситуацией, в которой мы без колебаний приписываем 
событиям определенные числа, является подбрасывание вверх моне­
ты. Здесь мы считаем, что вероятности выпадения герба или цифры 
(орла или решки) равны по 0,5. (Вместо дроби иногда используют про­
центы и говорят, что герб выпадает с вероятностью 50%, но мы обычно 
для исчисления вероятностей будем использовать дроби.)
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Ситуация с подбрасыванием монеты действительно очень проста — 
есть два возможных исхода (выпадение герба или цифры), которые 
считаются равновероятными, и для определения вероятности каждого 
из возможных исходов разбиваем единицу ( 100%) на две равные части. 
Нетрудно эту ситуацию обобщить на тот случай, когда результаты ис­
пытаний можно разбить на некоторое число вариантов (исходов), ко­
торые считаются одинаково возможными или равновероятными.

Например, при бросании кубика с нанесенными на его грани чис­
лами от 1 до 6 считается равновероятным выпадение любого из этих

чисел и каждому такому исходу приписывают вероятность - .  Если
6

вычисляют вероятность более сложного события, которое можно раз­
бить на простейшие равновероятные события, то нужно составить от­
ношение числа «хороших», т.е. благоприятных, исходов к числу всех 
возможных исходов.

Пример
1. Пусть бросается игральный кубик, и, как уже отмечено, будем 

считать вероятностью выпадения каждого из чисел от 1 до 6 чис­

ло j  . Как подсчитать вероятность выпадения числа, делящего-
6

ся на 3?
Из всех возможных шести исходов благоприятными являются 
два: выпадение тройки и выпадение шестерки. Искомой вероят­

ностью будет дробь \ = -  .
6 3

2. Монета бросается три раза подряд. Какова вероятность того, что 
два раза выпадет герб и, следовательно, один раз цифра? 
Обозначим исход одного бросания Г или Ц (герб или цифра). 
Возможные исходы трех бросаний получаются обычным пере­
бором: ГГГ, ГГЦ, ГЦГ, ГЦЦ, ЦГГ, ЦГЦ, ЦЦГ, ЦЦЦ. Все эти во­
семь исходов равновероятны. Из них благоприятными по усло-

3
вию являются ГГЦ, ГЦГ, ЦГГ. Искомая вероятность равна -  .

8
Вероятностью события называют отношение числа благоприятных исходов к
числу всех исходов.

Такое определение вероятности появилось самым первым, по- 
видимому, еще в XVI в., его обычно называют классическим определе­
нием вероятности. Оно предполагает, что рассматриваемое испытание 
может иметь своим результатом некоторое (конечное) число равнове­
роятных исходов.
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Применение комбинаторики к решению 
простейших вероятностных задач

При вычислении вероятности события с помощью классического 
определения решаются две комбинаторные задачи: определение об­
щего числа равновозможных исходов и определение числа благопри­
ятных исходов.

Задачи
1. С какой вероятностью можно угадать три номера в тираже 

«Спортлото 5 из 36»?
Соответствующие комбинаторные задачи мы уже решили рань­
ше. Общее число возможных результатов равно С356 =  376 992. 
Число благоприятных результатов равно 10 • С32, =4650. Искомая

4650 775вероятность равна---------- = ----------.
376992 62832

Десятичное приближение этой дроби с точностью до 0,001 равно
0 ,012.

2. В группе 20 человек, 5 из них должны быть выбраны дежурны­
ми. С какой вероятностью одному учащемуся не выпадет быть 
дежурным?
Общее число вариантов выбора 5 человек из 20 равно С| 0 . Для 
получения благоприятных вариантов надо выбирать 5 человек 
из 19 (из всех, кроме одного). Число таких вариантов равно 
Для нахождения вероятности не будем отдельно вычислять ко­
эффициенты Cfo и С,9 , а составим дробь и произведем сокраще­
ния. Обозначив искомую вероятность буквой р, получим

С,59 19 18 17 16 15 5! 15 3р = -^ - = ---------------------------------------------= —  = -  = 0,75 .
Clо 5! 20 19 18 17 16 20 4

Подумайте, нельзя ли этот же ответ получить более простым 
рассуждением.

3. Сохраним условие предыдущей задачи и найдем вероятность 
того, что вам выпадет быть дежурным. Можно, конечно, снова 
подсчитать число «благоприятных» исходов (проверьте, что оно 
равно Cfo, и затем найти вероятность по определению (проверь­
те, что отношение Cf9 :С2о равно 0,25). Однако ясно, что если 
вероятность не быть дежурным равна 0,75, то вероятность быть 
дежурным равна 0,25.
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Приведенный пример наводит на мысль, что у вероятностей есть 
свойства, которые позволяют производить вычисления, не обращаясь 
каждый раз к комбинаторному классическому определению вероятно­
сти. Это действительно так. Попробуйте самостоятельно сформулиро­
вать свойство вероятностей, использованное при решении задачи 3.

Повторные испытания

В примере 2 предыдущего подраздела монета бросается три раза под­
ряд. Ситуация, в которой подряд независимо друг от друга произво­
дятся одинаковые испытания, встречается очень часто, например 
бросание монеты или игральной кости, стрельба из одного орудия без 
учета результата произведенных выстрелов, параллельное включение в 
сеть одинаковых предохранителей и др.

Разберем более подробно пример с бросанием монеты. При каж­
дом испытании есть два равновероятных исхода: Г (выпал герб) и Ц 
(выпала цифра). Допустим, что монету бросили подряд п раз. Сколько 
последовательностей исходов при этом можно получить? Эта комби­
наторная задача фактически уже решена была раньше. Последователь­
ность результатов испытаний можно записать как слово в двухбуквен­
ном алфавите, например ГЦЦГЦ. Число и-буквенных слов в таком 
алфавите равно 2". Таким образом, общее число возможных вариантов 
при повторном бросании монеты будет иметь вид 2".

Какова вероятность того, что при я-кратном бросании монеты все 
время будет выпадать герб? Ясно, что из всех возможных 2” вариантов

благоприятным является один: ГГ...Г. Искомая вероятность равна —
я раз 2

. Например, при п =  10 эта вероятность равна < 0,001.
Интуитивно ясно, что при повторных испытаниях будет получаться

результат, стремящийся к нулю. Формула —  дает точную оценку
2"

(в опыте с бросанием монеты) интересующей нас вероятности.
Вероятность того, что при бросаниях монеты ни разу не выпадает 

герб, т.е. все время будет выпадать цифра, тоже равна 1/ 2".
Возьмем л =  3. Ранее простым перебором вариантов вероятность 

того, что герб выпадает два раза, мы нашли. Если нас интересует толь­
ко то, сколько раз выпадает герб (или цифра), то возможные варианты 
будут такими: 1) три раза герб; 2) два раза герб; 3) один раз герб;
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4) ни одного раза не выпал герб. Вероятности этих событий равны со­

ответственно Проводя перебор вариантов для и =  4, мы
„8 f  8 8 „ 1 4 6 4 1 иполучим такой набор вероятностей: Нетрудно за-

16 16 16 16 16 
метить, что в числителях стоят биномиальные коэффициенты. Соста­
вим таблицу:

1
\_ \_
2 2

1 2 I
4 4 4

J_ 1 А ± _L 
16 16 16 16 16

Она получается из треугольника Паскаля делением каждой строки 
на соответствующую степень двойки, т.е. сумму чисел в этой строке, 
и представляет таблицу распределения вероятностей различных ис­
ходов при повторном бросании монеты. Решите самостоятельно сле­
дующие задачи.

1. Какова вероятность того, что при четырех бросаниях монеты 
хотя бы один раз выпадет герб?

2. Какова вероятность того, что при четырех бросаниях монеты 
герб выпадет не менее двух раз?

3. Какова вероятность того, что при п бросаниях монеты хотя бы 
один раз выпадает герб? Запишите последовательность этих чи­
сел в виде десятичных дробей с тремя десятичными знаками.

4. Сколько раз надо бросить монету, чтобы вероятность выпадения 
хотя бы одного герба была не меньше 0,999?

Выборочный контроль качества продукции

Изделия, выпускаемые цехом, проходят выборочный контроль на 
прочность: каждое выбранное для проверки изделие ставят под на­
грузку. Нагрузку постепенно увеличивают, и изделие признается де­
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фектным, если оно разрушается под нагрузкой 2 т или меньше. Для 
проверки каждый раз выбирают 25 изделий. Если из них не менее 
четырех оказались дефектными, то производство останавливается, в 
противном случае — продолжается.

Обозначим буквой р долю дефектных изделий во всей продукции 
цеха. Заказчик считает значения р < 0,05 допустимыми, а значения 
р > 0,05 — недопустимыми. Соответствует ли указанная система кон­
троля требованиям заказчика?

Пусть х — количество дефектных изделий среди выбранных для 
проверки. Производство останавливается при х  > 3 и продолжается, 
если х < 3. Нетрудно подсчитать вероятности этих событий.

Задача
Покажите, что, по аналогии с подбрасыванием монеты,
Р{х =  0} =  (1 - Ру\  Р{х =  1} =  (1 - р ) и рс\5, Р{х =  2} =  (1 - р Г р 2 
С225 , Р{х = 3} =  (1 -  р)г1ръ с \5 и поэтому Р{х < 3} = Р{х = 0} + Р{х= 1} +

На рисунке 385 представлена зависи­
мость величины Р{х < 3} от р. Ордината 
точки с абсциссой р дает вероятность 
того, что производство не будет останов­
лено. Такой график называется оператив­
ной характеристикой проверки.

Если р < 0,05, то, как показывает гра­
фик, указанный метод контроля ред­
ко приводит к остановке производства. 
С другой стороны, если вероятность р 
станет велика по сравнению с 0,05, на­
пример р =  0,15, то более чем в половине 

случаев будет х  > 3 и система контроля остановит производство.
Однако примерно в половине всех случаев увеличение р от 0,05 до

0,15 может быть не сразу обнаружено. Главный инженер может изме­
нить оперативную характеристику так, чтобы с помощью выборочно­
го контроля быстрее и точнее определить выход р за допустимый уро­
вень 0,05. Для этого достаточно увеличить размер проверяемой партии 
изделий п (было п =  25) и изменить контрольное число г (было г =  4). 
Разумеется, с ростом п увеличивается стоимость проверки.

На рисунке 386 показаны оперативные характеристики для не­
скольких значений параметров п, г. Во всех случаях производство оста­
навливается при р =  0,07 с вероятностью около 0,5. При возрастании

+ Р{х =  2} + Р{х =3}.
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п величина г тоже возрастает, a L(p), 
самый крутой склон графиков 
наблюдается околор =  0,07.

Пользуясь рисунком 385, 
найдите вероятность того, 
что производство не будет 
остановлено при р =  0 ,1, при 
р =  0,3. Какова вероятность 
того, что производство будет 
остановлено, если р =  0,2?
Найдите по рисунку 386 значе­
ние р, при котором производ­
ство не останавливается в 80% 
случаев; в 10% случаев.

Постройте оперативную характеристику для я =  2, г =  0 и сравните 
ее с рис. 386.

При указанных п, г Р{х =  0} =  (1 — р)2.

Геометрические вероятности

Пусть некоторая плоская фигура разбита на несколько непересекаю- 
щихся частей. Рассмотрим случайное событие — выбор точки в этой 
фигуре. Возможными исходами будем считать попадание точки в одну 
из этих частей. Каждому такому исходу можно приписать вероятность, 
равную отношению площади части, в которой находится точка, к пло­
щади всей фигуры.

Аналогичные определения можно дать для вероятностей попадания 
точки в заданную часть данного отрезка прямой (или кривой линии), 
определенную с помощью измерения длины или для случая простран­
ственной фигуры — с помощью объема.

Примеры
1. В квадратном трехчлене х2 + 6х + а коэффициент а по модулю не 

больше 10. Он выбирается наудачу. Какова вероятность того, что 
трехчлен будет иметь вещественные корни?
Дискриминант d этого трехчлена равен З2 — а =  9 — а. Условие 
вещественности корней: d> 0 <=> а < 9. На отрезке [—10; 10], дли­
на которого равна 20, «благоприятные» значения а занимают от­
резок [—10; 9], длина которого 19. Интересующему нас событию

19следует приписать вероятность —  =0,95.

0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 

Рис. 386
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В круге произвольно выбирается точка. Какова вероятность того, 
что ее расстояние до центра круга больше половины радиуса?

л
Построим две концентрические окружности радиуса R и — .

2
Площадь маленького круга равна — площади большого, а пло-

4
щадь кольца между ними------площади большого. Вероятность

4
„ 3попадания точки в кольцо следует принять равной —.

4
Заметим, что мы игнорируем границы наших областей. Если ве­
роятность мы измеряем площадью, то вероятность попадания 
точки на границу области равна нулю, так как площадь границы 
равна нулю.
Часто в приложениях для определения вероятности события 
приходится строить геометрическую модель и изображать собы­
тие точками геометрической фигуры.
Палку ломают случайным образом в двух точках. Какова вероят­
ность того, что из трех получившихся кусков можно составить 
треугольник?
Построение модели. Пусть длина палки равна 1. Можно сказать, 
что на единичном отрезке выбирают две точки х н у .  Случайное 
событие выбора пары точек можно изобразить точкой в единич­
ном квадрате на плоскости хОу. Условие того, что из получив­
шихся отрезков можно сложить треугольник, можно записать в 
виде серии неравенств (будем сразу считать, что х  и у  обозначе­
ны так, что х < у) (рис. 387).

Рис. 387

Эти условия таковы:
1) х  + у — х >  \ —у,
2) х + 1 — у > у  — х;
3) у - х +  1 - у > х .
Построим область в единичном квадрате, для точек которой вы­

полняются все написанные условия (рис. 388). Мы получим треуголь­

ник, площадь которого, как нетрудно проверить, равна -  . Искомая
8

1 1 1вероятность равна отношению - :  — = — .
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Задача Бюффона. Плоскость расчерчена параллельными пря­
мыми, расстояние между которыми равно d. На плоскость слу­
чайным образом бросается тонкая игла длины /. Какова вероят­
ность того, что она пересечет какую-либо линию (рис. 389)?

Опишем случайное событие (бросание иглы) следующими дву­
мя параметрами — положением середины иглы и углом, кото­
рый игла образует с направлением, перпендикулярным прове­
денным прямым. Возьмем центр иглы за начало координат О, 
направим ось Ох перпендикулярно прямым. Из-за симметрии 
можно считать, что ближайшая к началу прямая расположена 
над точкой О. Пусть у нас d =  2, /  =  1 Обозначим переменное 
(случайное) расстояние от точки О до этой прямой через х:
О < х  < 1. Пусть а — угол, образованный иглой с положитель­

ным направлением оси Ох (считаем, что—^ < а < -^ ). Условие 
того, что игла пересекает прямую, можно записать в виде не­

равенства ^ • cos а >  х. Теперь на плоскости с координатами
(а; х) изобразим рассматриваемые пары параметров (а; х) 
(рис. 390). _ п п
Все возможные пары занима- 2 о  2

ют прямоугольник л я 
—  < а <  —  
2 2

0 < х<  1 площади п. «Благопри­
ятные» пары занимают его 
часть под графиком функции

х  =  -  cos а. Площадь S этой ча-
2

сти легко находится интегри-

/
----------

d
2

' X
Рис. 390
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1 2  i

рованием: 5 = -  f cosxdx = -sinx ? J 9 = 1- Отношение площадей

1 2— a 0,318 и дает искомую вероятность.
л

Этот результат пытались многократно проверить эксперимен­
тально, бросая иглу и сравнивая частоту, с которой игла пересе-

2кает линии, с известным значением числа — .
л

В круге радиуса 1 случайным образом выбирается хорда. Какова 
вероятность, что ее длина / > 1?
Возможны различные модели для реализации этого случайного 
события:
1) фиксируем направление, в котором проводится хорда (в силу 

симметрии все направления равноправны), проводим ради­
ус, перпендикулярный этому направлению (он пересекает 
хорду в ее центре), выбираем на радиусе точку — середину 
хорды. Все точки занимают отрезок длины 1 (радиус круга), 
«благоприятные» точки — это те, которые отстоят от центра 
на расстояние, меньшее, чем апофема правильного вписан-

л/3ного шестиугольника, т.е. меньше, чем на —  (рис. 391). Ис­

комая вероятность равна *0,866;
2) фиксируем один конец хорды и выбираем произвольно вто­

рой. Все точки занимают всю окружность, а «благоприятные» 
точки — две трети этой окружности (рис. 392). Искомая веро-

2
ятность получилась равной — *0,667;

3) фиксируем направление, в котором проводится хорда. Про­
ведем в этом направлении диаметр и хорду длины 1. Хорда 
разбила полукруг на две части (рис. 393). Хорды длины, боль-
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шей единицы, занимают заштрихован­
ную (нижнюю) часть полукруга. Отно­
шение р площади этой части к площади 
полукруга легко подсчитать:

/> = -  + — *0,94 .
3 2 л

Мы получили парадоксальную ситуацию. Ее Рис-393
так и называют — парадокс Бертрана (вычисляя 
вероятность одного и того же случайного события разными способа­
ми, мы получили разные ответы). Это показывает, насколько точно 
должно быть описано случайное событие, и с какой осторожностью 
надо измерять ее вероятность. В приведенном нами примере разные 
построения хорды описывают разные события. Неудивительно, что 
они имеют разную вероятность.

Математическое ожидание

Представим себе, что в беспроигрышной лотерее разыгрывается шесть 
призов стоимостью ах, а2, ..., аь рублей. Выпадение любого из шести 
номеров разыгрываемых призов равновероятно. На какой выигрыш в 
среднем может рассчитывать человек, многократно участвующий в ло­
терее и каждый раз обладающий одним билетом? Ясно, что ожидае­
мым выигрышем надо считать среднее арифметическое стоимостей

. . й\ + ... + Й5 ^призов, т.е. число М  = —— - — - .  Это число и называют математиче-
6

с к им ожиданием выигрыша.
Рассмотрим более сложную ситуацию, когда возможные исходы 

случайного события не являются равновероятными. Пусть, например, 
при розыгрыше трех призов стоимостью аь а2 и о3 вероятности появ-

1 1  1 _  1 1 1 ,  ления их равны соответственно —, — и -  . (То, что -  + -  + -  = 1 гово-
2 6 3 2 6 3

рит о том, что должна наступить ровно одна из предполагаемых воз­
можностей). Тогда для определения математического ожидания 
выигрыша надо числа аь а2 и а3 взять с весами, равными вероятностям

выбора соответствующего приза, т.е. взять число М  = - а х + j a 2 + -а г .
2 6 3

Вспомним задачу де Мере о справедливом разделе банка. Пусть в 
игре, состоящей из последовательной серии партий, в каждой из ко­
торых выигрывает один из игроков, участвовали три игрока. Выигры­
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вает банк тот, кто первым оказывается победителем в четырех партиях. 
Игра была прервана после шести партий, в одной из которых выиграл 
первый игрок, в двух — второй и в трех — третий. Как им справедливо 
разделить банк? Это и есть задача определения математического ожи­
дания выигрыша для каждого игрока. Ситуация здесь простая — если 
мы найдем вероятности первым выиграть четыре партии (после уже 
состоявшихся шести партий) для каждого из игроков, то весь банк и 
надо разделить пропорционально этим вероятностям.

Итак, первому игроку осталось выиграть три партии, второму две 
и третьему одну. Попробуем решить задачу просто перечислением ва­
риантов. Будем выписывать в виде «дерева» все равновероятные воз­
можности. Цифра означает номер игрока, выигравшего в очередной 
партии (рис. 394).

№ партии

Рис. 394

Кружками обозначены ситуации, когда кто-либо (он указан по­
следним) выиграл четыре партии. Вероятности ситуаций в первой ко-

1 „ 1  „ 1  „ 1  лонке равны -  , во второй — -  , в третьей — —  , в четвертой — — .

Вероятность выигрыша каждого из участников складывается из ве­
роятностей всех ситуаций, где он завершает игру.

1 3 21: —  + — = —  (он завершает игру в одном случае после трех пар-

2:

J_  3_
27 + 81 27 

тий и в трех случаях после четырех).

I  JL  А  = 2 = А
9 + 27 + 81_ 9 _ 27

,  1 2 3 3 193. —I— I------1—  — — .

3 9 27 81 27 
В итоге банк надо разделить в пропорции 2 :6 :1 9 . Математические

2 А 6А 19 Аожидания выигрышей каждым игроком равны —  , —  и , где 

А — размер банка.
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Пусть в результате эксперимента А появляется одно из числовых 
значений А\,А2, ..., Ап с вероятностями р\,р2, -,Pn,Pi + р2 + ••• + Рп =  1- 
Это означает, что определена случайная величина А.

Математическим ожиданием случайной величины А называют чис­
ло М = р\А\ + р2А2 + ... + РпАп-

Т5 1В случае, когда исходы равновероятны, т.е. когда все р, равны —,
п

математическое ожидание М  равно среднему арифметическому 
А,+... + А„ 

п

Контрольные вопросы и задания

1. Что называется вероятностью события?

2. Приведите примеры событий, имеющих вероятность 1,

\л
3. В чем состоит схема повторных испытаний? Приведите 

примеры.
4. Что такое выборочный контроль качества продукции?
5. Приведите примеры случайных событий, число исходов кото­

рых бесконечно.
6. Что такое геометрическая вероятность?
7. Может ли геометрическая вероятность быть иррациональным

V 2 9числом, например, равным —  ?
8. Нарисуйте геометрическую модель для задачи Бюффона.
9. В чем состоит парадокс Бертрана?



ГЛАВА

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

§ 4 1  . Равносильность

Выражение

Уравнение — это самая простая и самая распространенная форма математи­
ческой задачи.

Выражение — это числа и буквы, соединенные знаками разнообразных 
операций.

Простейшие арифметические операции (сложение, вычитание, 
умножение, деление) позволяют составлять выражения такого, напри­
мер, типа:

2а + b х 2+ху + у2
— ;---- 2 идр-а-2Ь х -Зху + у

Появление новых операций (возведение в степень, логарифмиро­
вание, вычисление синуса, тангенса и др.) расширило возможности в 
составлении выражений. Теперь можно составить более сложные вы­
ражения, например такие:

+ sinx: + tg2y
-------Тп----ш - ’ ------:----  И ДР-log2 (я 7 -  Ъ п ) arcsin ху

Числа и буквы, входящие в состав выражения, имеют разный смысл. 

Число, как бы оно ни было записано, например ^ ; 0,5; 0,4999... или
как-то иначе, всегда конкретно, постоянно. Буква же обозначает пере­
менную, меняющуюся величину, которая может принимать разно­
образные значения. Мы будем подставлять в выражения вместо букв
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только числовые значения. При подстановке в выражение вместо букв 
каких-то чисел мы будем получать числовые выражения. Так, числовое

32 + 3-5 + 52 х 2 + ху + у 2выражение —z--------------- j  получено из выражения —=----- -— под-
3 -3 -3 -5 + 5  х -Зху + у

становкой в него значений х  =  3, у =  5.
Подставляя в выражение определенные значения букв, можно по­

лучить числовые выражения, не имеющие смысла. Бессмысленные 
числовые выражения получаются прежде всего тогда, когда это выра­
жение содержит невыполнимые операции над числами, например де­
ление на нуль, логарифмирование отрицательного числа, арксинус

числа, большего единицы, тангенс числа и др. Другой причиной,
приводящей к не имеющим смысла числовым выражениям, является 
подстановка вместо букв чисел, не входящих в область допустимых зна­
чений для этих букв. Например, если в выражении для производитель­
ности труда участвует буква а, обозначающая число землекопов в бри­

гаде, то, подставляя значение а = 2 у  («два землекопа и две трети»), мы
получим бессмысленное числовое выражение, хотя все операции над 
входящими в выражение числами формально осуществимы.

Областью допустимых значений (ОДЗ) выражения называют множество всех 
наборов значений букв, при подстановке которых выражение имеет смысл, т.е. 
превращается в осмысленное числовое выражение.

Заметим, что

если выражение содержит одну букву, то его ОДЗ — это числовое множество, 
т.е. какое-то подмножество точек числовой прямой. Если же букв, например, 
две, то ОДЗ выражения — это множество пар чисел и его можно изобразить в 
виде области, расположенной на координатной плоскости.

Возьмем какое-либо осмысленное числовое выражение и продела­
ем все указанные в выражении операции над входящими в него чис­
лами. Получим одно число — значение числового выражения. Возь­
мем буквенное выражение и подставим в него вместо букв числа из 
ОДЗ (т.е. такие числа, чтобы выражение превратилось в осмысленное 
числовое выражение). Вычислим значение получившегося числового 
выражения. Это число называют значением выражения при выбранных 
значениях букв. Возможность однозначно вычислить значение выраже­
ния при любых допустимых наборах значений входящих в него букв 
позволяет определить функцию. Вот почему говорят, что выражение 
можно рассматривать как способ вычисления значений некоторой
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функции. Поэтому понятие выражения и понятие функции близки 
между собой.

Два выражения считаются тождественно равными, если равны их числовые
значения при любых допустимых наборах значений букв, входящих в эти вы­
ражения. Тождество — это два тождественно равных выражения, соединен­
ных знаком равенства.

Примеры тождеств
1. (а + Ь)2 =  а2 ±  2аЬ + Ь2.
2. (а ±  Ь)} =  а3 ±  3а2Ь + ЗаЬ2 ±  Ь2.
3. а2 -  Ь2 = (а -  Ь){а + Ь).
4. аъ ±  Ъъ =  (а ±  Ь)(а2 ±аЪ + Ь2).
Во всех приведенных тождествах ОДЗ выражений, стоящих слева 

и справа, совпадают. Часто используют тождества, соединяющие вы­
ражения, имеющие разные ОДЗ. В этом случае имеется в виду, что 
тождество выполняется на общей части ОДЗ выражений, стоящих 
справа и слева. Поэтому без дополнительных оговорок считаются тож­
дествами следующие равенства.

Примеры тождеств (продолжение)

а-Ь
(7а )2 =

■ a + b .

а = х  . 
sin arcsin х =  х. 
tgx • ctgx = 1.

10. loga ху =  loga X + loga У-
Иногда искусственно (какими-либо дополнительными условиями) 

уменьшается ОДЗ выражений, составляющих некоторое равенство. 
Тогда можно говорить о тождестве, выполняющемся на некотором 
множестве. Так, если [х] обозначает целую часть числах, то равенство

х + = [х] является тождеством на множестве целых чисел (но, разу­

меется, не является тождеством в обычном смысле слова).

Примеры тождеств (продолжение)

11. arcsin (sin х) =  х — тождество на промежутке

12. л/х2” — х — тождество на промежутке [0; +оо].

13. arcsin (sin х) =  л — х — тождество на промежутке

л_ л 
2 ’ 2

К' Зл
2 ’ У
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Тождественное преобразование выражения — это переход от одного выраже­
ния к тождественно равному выражению.

Самые «безобидные» тождественные преобразования, например 
приведение подобных членов, сокращение дробей, использование 
свойств степени и т.п., могут привести к выражению, у которого ОДЗ 
больше или меньше, чем у исходного выражения. Это может оказаться 
существенным при решении уравнений, поэтому информацию об из­
менении ОДЗ при тождественных преобразованиях полезно хранить 
в памяти (собственной, машинной или просто в тетради).

Уравнение

Возьмем два числовых выражения и поставим между ними знак ра­
венства. Мы получим числовое равенство. Оно будет верным или не­
верным в зависимости от того, равны или не равны значения взятых 
числовых выражений. Классическими примерами являются равенства 
2 -2  =  4 и 2 - 2  =  5.

Отметим еще раз, что когда мы говорим «равенство двух числовых 
выражений», мы вовсе не утверждаем, что эти два выражения действи­
тельно равны. Соединить два числовых выражения А и В знаком «=» 
и говорить о получившемся равенстве А =  В можно независимо от того, 
верно или неверно сформулированное нами утверждение «А =  В».

Возьмем два буквенных выражения и соединим их знаком равен­
ства. Получим уравнение. Таким образом,

уравнение в первом приближении можно понимать как равенство двух буквен­
ных выражений.

Равенство числовых выражений иногда называют безусловным ра­
венством, т.е. равенством или безусловно верным, или безусловно не­
верным. Уравнение с этой точки зрения можно считать «условным ра­
венством» — при одних условиях (т.е. при одних значениях букв) оно 
может оказаться верным, при других — неверным. Тождество — это 
равенство, верное при всех допустимых значениях букв. Его тоже мож­
но считать частным случаем уравнения.

Уравнение — это не просто формальное равенство двух выражений. 
Главное в понятии уравнения — это постановка вопроса о его реше­
нии. Следовательно, уравнение — это равенство двух выражений вме­
сте с призывом найти его решения. Опишем более точно, что же зна­
чит решить уравнение.
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Буквы, входящие в состав уравнения (т.е. в состав выражений, об­
разующих уравнение), называются неизвестными. Если такая буква 
одна, то говорят, что мы имеем дело с уравнением с одним неизвест­
ным. Аналогично можно говорить об уравнении с двумя, тремя и лю­
бым другим числом неизвестных.

Рассмотрим уравнение с одним неизвестным.

Значение неизвестного, при подстановке которого уравнение превращается 
в верное числовое равенство, называется корнем уравнения. Решить уравне­
ния с одним неизвестным — значит найти все его корни.

Возьмем уравнение с числом неизвестных, большим одного. На­
пример, рассмотрим уравнение с двумя неизвестными. Чтобы полу­
чить из него числовое равенство, надо каждому неизвестному придать 
определенное числовое значение, т.е. взять пару чисел. Решить урав­
нение с двумя неизвестными — значит найти все пары чисел, удо­
влетворяющих этому уравнению, т.е. такие, при подстановке которых 
уравнение превращается в верное числовое равенство. Одну такую 
пару тоже можно было бы назвать корнем уравнения, но обычно так 
не говорят, а вводят понятие «решение уравнения».

Решение уравнения с двумя неизвестными — это пара чисел, удовлетворяю­
щих этому уравнению.

Разумеется, и в случае уравнения с одним неизвестным можно 
вместо слов «корень уравнения» говорить «решение уравнения». Пу­
таница может возникнуть из-за разного употребления слова «реше­
ние». Можно сказать о решении уравнения как его корне. При таком 
употреблении этого слова имеют смысл такие фразы, как «уравнение 
имеет одно решение», «уравнение имеет три решения», «уравнение 
не имеет решений». В речи часто используют словосочетание «ре­
шение уравнения» как процесс нахождения его корней (решений). 
Можно сказать так: «уравнение имеет сложное решение», «я не смог 
найти путь решения этого уравнения». В процессе решения уравне­
ния может обнаружиться, что оно совсем не имеет корней (реше­
ний). И в этом случае мы решили уравнение: доказали, что у него 
решений нет.

Что означает найти корни уравнения? В школьной практике при 
решении уравнений принято записывать ответ как результат знакомых 
операций над числами, например:

х  =  \/2 , х  = \1\ + \/3 , х =  г =  sin — , х  =  2v3, х =  arcsin -  .
log35 5 3



ГЛАВА 10. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА .  363

В то же время при решении прикладных задач бывает необходимо 
представить ответ в десятичной записи с определенным числом знаков 
после запятой. Такой ответ можно получить, используя калькулятор 
или другое вычислительное устройство.

Мы условились понимать под уравнением равенство, составленное 
из двух выражений. Мы уже говорили о том, что выражение можно 
рассматривать как способ задания некоторой функции. Поэтому

уравнение можно понимать как равенство, соединяющее две функции.

Пусть даны две функции от переменной х, например, у =  Дх) 
и у = g(x). Составим уравнение Дх) =  g(x). Оно получено приравни­
ванием выражений Дх) и g(x). Пусть D\ =  D(f) и D2 = D(g) — области 
определения функций/и g. Тогда D\ и D2 можно понимать как области 
допустимых значений выражений Дх) и g(x). Общая часть областей, 
т.е. множество Z)3 =  Dx n  D2, является областью допустимых значений 
уравнения Дх) =  g(x).

Полезно помнить, что подставлять в уравнение можно любое зна­
чение х. При каком-то значении х может получиться бессмысленное 
числовое выражение, а при х из ОДЗ получится осмысленное числовое 
равенство. Если при этом оно окажется еще и верным, то взятое чис­
ло х является корнем уравнения.

Вернемся к вопросу о решении уравнения. Начнем с уравнения 
с одним неизвестным х. В какой форме рекомендуется записывать его 
ответ?

Уравнение может иметь один корень, например х =  5. Тогда ответ 
проще всего записать в форме х =  5.

Уравнение может иметь несколько корней. Ответ удобно записать 
в виде перечисления всех корней, используя «нумерованные» значе­
ния х. Например, Xi =  — 1, х2 =  0, х3 =  1. Полезно корни располагать 
в порядке возрастания.

Уравнение может и не иметь корней. В таком случае нагляднее все­
го это и указать в ответе: корней нет.

Тригонометрические уравнения (и вообще уравнения с периодиче­
скими функциями) часто имеют бесконечно много корней, которые 
можно записать в виде одной или нескольких последовательностей, 
зависящих от натурального аргумента. Возможна такая запись ответа:

x = — + n k ,k e Z .
4

Встречаются уравнения, решения которых заполняют один или 
несколько промежутков, которые и указываются в ответе, например
0 < х < 1, или х — любое число.
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Все корни (решения) уравнения образуют множество корней. Сло­
во «множество» не означает, что корней очень много («великое множе­
ство»), Если множество корней обозначить одной буквой, например X, 
то ответ может быть записан иначе. Примеры записи ответов с употре­
блением теоретико-множественных обозначений: Х =  {5}; А"= {—1; 0; 1}; 
Х =  0  (пустое множество, т.е. корней нет; не надо путать знак пустого

множества с обозначением нуля); X — [0; 1]; Х =  |^ + пк | к е z j ; Х =  Ж.

Множество решений уравнения с двумя неизвестными состоит из 
пар значений этих неизвестных. Важно помнить, что одна пара, на­
пример х =  1, у =  5, — это одно решение, а не два.

Равносильность

Если идет дождь, то я открываю зонт. Можно сказать, что открывание 
зонта является следствием того, что идет дождь. Если число делится 
на 6, то оно четно. Так же как и раньше, можно сказать, что четность 
числа является следствием его делимости на 6.

Пусть даны два уравнения, которые мы назовем уравнение А и уравнение В. 
Если каждый корень уравнения А является корнем уравнения В, то уравнение 
В является следствием уравнения А: А => В (читается: «из А следует В», или «В 
является следствием/*», или «если А, то В»).

На языке теории множеств можно сказать короче: уравнение В яв­
ляется следствием уравнения А, если множество корней уравнения А 
содержится в множестве корней уравнения В, т.е. если ХА а  Хв, где ХА 
и Xg — упомянутые множества.

Переходя от одного уравнения к его следствию, мы не потеряем 
корней исходного уравнения, но, возможно, приобретем лишние. 
Основой получения разнообразных следствий является следующее 
простое соображение. Пусть а =  b — числовое равенство, а/ — функ­
ция, определенная в точках а и Ь. Тогда равенство/(a ) =f(b )  является 
следствием равенства а = Ь, т.е. если равенство а — b верно, то верно 
и равенство f(a) =f(b) (если оно имеет смысл).

Возьмем теперь уравнение, полученное приравниванием двух вы­
ражений.

Если функция/ определена при всех значениях этих выражений, то, применяя 
функцию / к обеим частям уравнения, получим новое уравнение, являющееся 
следствием исходного.
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Это правило особенно удобно, если функция/ определена при лю­
бых числовых значениях переменных.

Примеры
Возьмем уравнение -Jx + l = х 2 +1.
Следующие уравнения являются его следствиями (рядом запи­
сана применяемая функция, а буквой z обозначен ее аргумент).

1. ( ^ ) 2 =  (х2+ 1 )2;Д г )= г 2.
2. Vx + l - l  = x2 ; Az) =  z -  1.
3. =2x2+1;f [z)  =  2*.
4. sin (V-K + l) — sin(x2 + 1 ); f[z) — sin z-

Все функции/ определены при любом z, поэтому получение ука­
занных следствий было формальной операцией.

5. log2 yjx + l =  log2(x2 + 1); f(z) =  log2z.

6. tyx + 1 = Vx2 +1; f ( z )  = ■

1 1 . 1
I-----7 — 2VX+1 X +1 Z

8. arcsin^n/x  + 1 = arcsin^(x2 +1); f ( z )  = arcsin^.

В случаях 5—8 функции уже определены не при всех х. Однако во 
всех случаях каждое новое уравнение является следствием исходного. 
Этот вывод уже не является формальным. Примеры 5—7 разберите са­
мостоятельно. Пример 8 существенно более трудный и требует допол­
нительных сведений о корнях исходного уравнения (докажите, что все 
его корни лежат на отрезке [0; 1]).

Два уравнения называются равносильными, если каждое из них является след­
ствием другого, т.е. если каждый корень одного из них является корнем другого.

Пусть уравнение А имеет множество корней ХА, а уравнение В —мно­
жество Хв. Равносильность уравнений А и В обозначается так: А <=> В. 
По определению, равносильность означает выполнение двух условий: 
А => В (уравнение В является следствием уравнения А) и В => А (наобо­
рот, уравнение А является следствием уравнения В). На языке теории 
множеств равносильность означает равенство ХА =  Хв.

Итак, у равносильных уравнений корни одни и те же. Поэтому 
основным способом решения уравнения является следующий: с помо­
щью перехода от одного уравнения к равносильному стараются прий­
ти к уравнению, решения которого находятся легко.
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Основной способ получения следствия нам известен — примене­
ние какой-либо функции к обеим частям уравнения.

Чтобы этот переход сохранял равносильность, надо, чтобы возмо­
жен был обратный переход. Это всегда выполняется, если новое урав­
нение получено с помощью функции, имеющей обратную. На этом 
основаны теоремы о равносильности, позволяющие утверждать рав­
носильность пар уравнений, получающихся друг из друга с помощью 
взаимно обратных функций. Сформулируем несколько таких теорем.

Запишем уравнение в символической форме:

□  =  Д ,
где □  и Д  — два выражения, составляющие уравнение.

Во всех этих случаях не было трудностей с областями определе­
ния применяемых функций. Использование таких распространенных 
функций, как возведение в квадрат, умножение и деление на некото­
рую функцию, нахождение обратной величины и других, в общем виде 
не гарантирует равносильности. Например, возводя в квадрат обе ча­
сти уравнения, мы получаем следствие:

□  = Д  =>П2 =  Д 2.

В общем виде обратный переход неверен. Однако если из последу­
ющего решения уравнения П2 =  Д 2 мы узнаем, что для его корней вы­
ражения □  и Д  имеют одинаковый знак, то можно поставить стрелку 
в обратном направлении и найти корни исходного уравнения:

□ 2 =  д 2= > п  =  д ,

если □  и Д  одного знака. Представим основные случаи, при которых 
уравнение переходит в эквивалентное (табл. 10).

Таблица 10
Переход уравнений

Случай Уравнение Эквивалентное уравнение
□  = Д

Z = y -  а
1 Я

□  + а = А + а

4 Т
Z + а = у

□  = Д 1
z=  - у

2 Ц я *  0 
а • □  = а • Д

а
1  т

az = y
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Окончание
Случай Уравнение Эквивалентное уравнение

3
□  = Д

а > 0,
Z = loga>>

4 Т

<аII□<3 а * 1 <f = у

4

<II 
<=> 

□

z=  ify 
4 t

□ 3 = д 3 z3= y

Остановимся подробнее на некоторых полезных преобразованиях 
уравнений.

1. Тождественное преобразование одной из частей уравнения и перенос чле­
нов из одной части уравнения в другую с противоположным знаком приводит 
к равносильному уравнению, если при этом не происходит изменения ОДЗ.

Пример
X 1Уравнение -----= -  равносильно уравнению х2 — Зх + 2 =  0.

х  +2 3 
В то же время уравнения 
lg (х -  2)(х + 6) =  1 + lg 2, 
lg (х -  2) + lg (х + 6) =  1 + lg 2
не являются равносильными (корни первого Х\ =  —8, х2 = 4 ; ко­
рень второго х  =  4), так как логарифмирование произведения 
уменьшило ОДЗ.

2. Совокупность уравнений. Рассмотрим задачу, в которой требует­
ся решить несколько уравнений, а затем объединить их корни. 
Можно сказать, что идет речь о решении совокупности урав­
нений. Обычно совокупность обозначается с помощью прямой 
скобки.

Пусть ОДЗ выражений □  и Д  совпадают. Тогда уравнение □  ■ Д  =  0
равносильно совокупности = 0,

д=о.

Оговорка при совпадении ОДЗ не случайна. Так, уравнение
[cosx = 0,

cos х  tg х  =  0 не равносильно совокупности
tgx = 0.

Система уравнений. Рассмотрим задачу, в которой надо решить 
несколько уравнений и взять их общие корни (или, иначе, 
найти числа, удовлетворяющие каждому из уравнений систе-
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мы). В систему можно объединить не только уравнения, но и 
различные условия, ограничения неравенства. Например, ре­
шить систему

означает, что надо решить первое уравнение и взять только те 
его корни, для которых выполняется неравенство х  + 1 > 0. 
Использование переходов от уравнения к совокупностям и си­
стемам позволяет разнообразить схемы равносильных перехо­
дов. Покажем некоторые из них.

Неравенство

Почти все, что было выше сказано об уравнении, можно дословно пе­
ренести и на неравенство. Прежде всего, отметим, что знаков неравен­
ства четыре: > (больше), < (меньше), > (больше или равно), < (меньше 
или равно). Мы будем говорить о каком-либо одном из них.

Числовое неравенство получается соединением двух числовых вы­
ражений знаком неравенства. Аналогично равенствам, числовые нера­
венства могут быть верными и неверными. В приведенных далее при­
мерах все неравенства с нечетными номерами являются верными, а с 
четными — неверными.

Примеры

х 2 + 2 х -3  = 0, 
х + 1>0

1. 3 > 2. 3. 3 > 3. 5. —3 < 5. 7. 3 < 5.
2. —3 > —1. 4. 2 > 3. 6. 2 <2. 8 . - 1  < - 2 .



ГЛАВА 10. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА .  369

Приведем основные правила преобразования неравенств, ис­
пользуя знак следствия => и равносильности <=>.

1. a>b<^>a — b>0<^>b<a<^>b — а < 0 .
2. а >  b <=> а + с>  b + с.

• \J у  Ы у  и  ----т-' ---- -S  ---- .

а b
Основой техники преобразования неравенств является следующее 

общее соображение:

Пусть функция /  монотонна на промежутке, содержащем числа а и Ь. Тогда 
а < b =>/(а) <ДЬ), если /  строго возрастает: а < b =>Да) > f(b), если / строго 
убывает.

Свойства 3—6 получаются применением этого правила к функциям 

у = cz и у  =  —. Аналогично, для функций у =  z2 и у =  2Z можно записать:

7. а > b > 0 => а2 > Ь2.
8. 0 > a > b = > a 2< b 2.
9. а > Ъ => 2“ > 2Ь.

Неравенство с одним неизвестным получается при соединении 
знаком неравенства двух выражений, содержащих одну букву или 
что близко по смыслу, двух функций от одной и той же переменной. 
Аналогично можно рассматривать неравенства с двумя (и более) не­
известными.

Ограничимся неравенствами с одним неизвестным.

Область допустимых значений неравенства — это множество значений не­
известного, при подстановке которых получается осмысленное числовое не­
равенство. Решение неравенства — это такое значение неизвестного, при 
подстановке которого получается верное числовое неравенство. Решить нера­
венство — это значит найти, описать множество его решений.
Два неравенства называются равносильными, если множества их решений со­
впадают. Одно неравенство является следствием другого, если множество его 
решений содержит в себе множество решений второго. Ясно, что каждое из 
равносильных неравенств является следствием другого.

5. а > Ь >  0=> - < - .
а b

6. 0 > а > b => — < - .

Z
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Технику решения неравенств с помощью переходов, сохраняющих 
равносильность, мы покажем на примерах.

Параметр

Запишем уравнение ах2 + Ьх + с =  0. Выражение, стоящее в его ле­
вой части, содержит четыре буквы: х, а, Ь, с. Хотя все эти четыре 
буквы равноправны, мы смотрим на это уравнение как на квадрат­
ное уравнение относительно неизвестного х, считая а, Ь, с буквен­
ными коэффициентами, параметрами. Необходимость рассматри­
вать уравнение с буквенными коэффициентами возникает часто. 
Прежде всего, это полезно тогда, когда формулируются некоторые 
общие свойства, присущие не одному определенному уравнению, 
а целому классу уравнений. Так можно сформулировать свойства 
корней квадратного уравнения, показательного уравнения ах =  Ь, 
тригонометрического уравнения sin сох =  а в зависимости от пара­
метров а, Ь, со.

Разумеется, то, что в уравнении одни буквы мы считаем неизвест­
ными, а другие — параметрами, в значительной степени условно. В ре­
альной практике из одного и того же соотношения между переменны­
ми приходится выражать одни переменные через другие, т.е. решать 
уравнение относительно одной буквы, считая ее обозначением неиз­
вестного, а другие буквы — параметрами.

По традиции неизвестные обозначаются последними буквами ла­
тинского алфавита — х, у, z, а параметры — первыми — а, Ь, с, или во­
обще буквами другого алфавита (например, греческими).

При решении уравнений и неравенств с параметрами чаше всего 
встречаются две задачи.

Задачи
1. Найти формулы для решений уравнения (неравенства), выра­

жающие эти решения как функции от параметров. Типичный 
пример — формула корней квадратного уравнения.

2. Исследовать решения уравнения (неравенства) в зависимости 
от изменения значений параметров. Скажем, очень часто встре­
чается такая задача — найти число корней уравнения в зависи­
мости от параметра или определить, при каких значениях па­
раметра уравнение не имеет корней. Очень часто исследование 
корней в зависимости от параметра можно провести, не вычис­
ляя самих корней.
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Пример
Дано уравнение х2 + 2х + а =  0 относительно неизвестного х  с 
параметром а.

1. При каких значениях а уравнение имеет два корня?
2. При каких значениях а уравнение имеет два корня, причем один 

из них больше единицы, а другой меньше?
3. При каких значениях а сумма квадратов корней меньше шести? 

Решите этот пример самостоятельно.
Ответы. 1) а < 1; 2) а < —3; 3) — 1 < а < 1.

Контрольные вопросы и задания

1. Проверьте, понимаете ли вы смысл следующих ключевых слов и 
обозначений: выражение, тождество, уравнение, корень, реше­
ние уравнения, неравенство, решение неравенства, => ,<=>, ОДЗ.

2. Что такое ОДЗ выражения?
3. Приведите примеры верных и неверных числовых равенств.
4. Что такое решение уравнения с тремя неизвестными?
5. Приведите пример уравнения, имеющего единственное реше­

ние.
6. Приведите пример уравнения, имеющего более одного, но ко­

нечное множество решений.
7. Приведите пример уравнения, имеющего бесконечно много 

решений.
8. Приведите пример уравнения, не имеющего решений.
9. Что означает, что одно уравнение является следствием другого?
10. Одно уравнение имеет два корня: х { =  1,х2 =  3. Какие корни мо­

жет иметь второе уравнение, чтобы первое уравнение было его 
следствием?

11. Какие уравнения называются равносильными?
12. Первое уравнение является следствием второго, второе — след­

ствием третьего, а третье — следствием первого. Что можно ска­
зать о равносильности этих уравнений?

13. Что может произойти с уравнением, если мы обе его части воз­
ведем в квадрат? Приведите примеры.

14. Что может произойти с уравнением, если мы прологарифмиру­
ем обе его части? Приведите примеры.

15. Чем отличается совокупность уравнений от системы уравнений?
16. Могут ли быть одновременно верными числовые неравенства 

а < Ь и а >  Ь?
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17. Какие неравенства называются равносильными?
18. Что может произойти при возведении обеих частей неравенства 

в квадрат?
19. Если некоторое неравенство вида А < В не имеет решения, то что 

можно сказать о решении неравенства А > 5?
20. Решением какого уравнения можно заменить решение системы

Г А >В , 
неравенств <

\В>А?

§ 42. Уравнения с одним неизвестным

Общие приемы

В простейших случаях решение уравнения с одним неизвестным рас­
падается на два шага — преобразование уравнения к стандартному 
и решение стандартного уравнения. Второй шаг осуществляется по 
известным формулам, которые всегда можно восстановить в памяти 
с помощью справочников. Есть они и в данном учебнике — это стан­
дартные уравнения, которые были нами изучены.

1. Линейное уравнение ах + b =  0.
2. Квадратное уравнение ах2 + Ьх + с =  0.
3. Простейшее степенное уравнение хп =  а.
4. Показательное уравнение о* = Ь.
5. Логарифмическое уравнение loga* =  b.
6. Простейшие тригонометрические уравнения sin х = a, cos х = а, 

tgх= a, ctgx = а.

Преобразование уравнения к одному из стандартных является 
основным шагом в решении уравнения. Полностью алгоритмизировать 
процесс преобразования нельзя, однако полезно запомнить некоторые 
наиболее употребительные приемы, общие для всех типов уравнений.

1. Разложение на множители. Если уравнение равносильными пре­
образованиями удается привести к виду □  • Д  = 0, то исходное уравне­
ние равносильно совокупности двух более простых уравнений
при условии сохранения ОДЗ.

Этот прием часто применяется при решении алгебраических урав­
нений степени выше второй, при решении тригонометрических урав­
нений. Соответствующие примеры будут приведены далее.

□ = 0,
д=о
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2. Введение нового неизвестного. Посмотрите, не решая, на следую­
щий набор уравнений:

1. (х2 +  Зх)2 + 2 (х2 + Зх) -  120 = 0.
2. \/х2 + 3х + \1х2 + Зх + 1 =1.
 ̂ 2*2 *з.х _ 1

2 '
4. logj (х2 + Зх) — log2 (х2 + Зх) =  2.

В каждом из этих уравнений отметим присутствие выражения 
х2 + Зх. Если заменить его буквой у (у =  х2 + Зх), то получим более про­
стые уравнения относительно у:

1. у2 + 2 у -  120 =  0.
2. Jy + y[y +1 = 1-

3. 2 * -2 ^ -* =  - .
2

4. logj у — logjy =  2.

Найдя из этих уравнений значения у, подставим их в соотношение 
у =  х2 + Зх и вычислим корни исходного уравнения.

3. Графический метод. Рассмотрим уравнение с одним неизвестным: 
f(x) =  g(x). Изобразим на одном рисунке графики функций у = /(х )  
ну =g(x) (рис. 395). Точкам пересечения графиков этих функций соот­
ветствуют те значения аргумента х, при которых совпадают значения 
функций, т.е. корни данного уравнения.

Итак, абсциссы точек пересечения графиков функций у = fix) и 
у =g(x) являются корнями уравнения Дх) =  g(x). Например, для урав­
нения х2 = х + 2 такими точками будут Рх =  (— 1; 1) иР2(2; 4), т.е.Х] =  — 1, 
Х2 =  2 (рис. 396).

Рис. 395 Рис. 396
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Если уравнение имеет вид/(х) =  0, то в качестве функции, стоя­
щей в правой части, выступает функция у  =  0. Графиком ее будет ось*, 
поэтому корнями уравнения f{x) =  0 являются абсциссы точек пере­
сечения графика функции у  =Дх) с осью х  (рис. 397).

Графическая иллюстрация решения уравнения указывает, на пер­
вый взгляд, и способ решения уравнения: строят в системе координат 
две кривые и находят их точки пересечения. Действительно, если вы­
брать масштаб и построить графики достаточно аккуратно, то можно 
приближенно найти точки пересечения и их абсциссы — корни урав­
нения. Но для того чтобы найти координаты точек пересечения точно, 
как раз и нужно решить соответствующее уравнение! В то же время 
графическая иллюстрация часто дает некоторые качественные ответы, 
количество корней, а также грубо указывает отрезки на числовой оси, 
где эти корни могут находиться. Рассмотрим в качестве примера урав­
нение (х — I)2 =  \[х .

Построим графики функций, стоящих в левой и правой частях.
Из рисунка 398 можно заключить, что уравнение имеет два корня, 

один из которых находится в интервале (0; 1), а другой — в интервале 
(2; 3). Можно указывать эти интервалы и более точно: (0; 0,5) и (2; 2,5), 
еще более точно: (0,2; 0,3) и (2,2; 2,3). (Действительно, нетрудно про­
верить, что при х =  0,2 имеем -Jx < (х — I)2, а при х  =  0,3 — уже 
yfx > (х — I)2; точно так же при х  =  2,2 левая часть уравнения больше 
правой, а при х  =  2,3 — меньше). Вообще, вычисляя и сравнивая зна­
чения левой и правой частей уравнения, можно найти корни с любой 
степенью точности.

Корни уравнения пятой степени х5 — Зх + 1 =  0 вообще нель­
зя записать с помощью радикалов, но, построив достаточно точ­
ный график функции у  =  х5 — Зх + 1 (рис. 399), можно определить, 
что уравнение имеет три корня в интервалах (—1,5; —1,3), (0; 0,5) 
и (1; 1,3).
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Рис. 398 Рис. 399

Примеры решения уравнений

1. Алгебраическое уравнение х{х + 1)(х + 2)(х + 3) =  120. Если рас­
крыть скобки и привести подобные члены, то получится уравне­
ние четвертой степени. Общий прием решения уравнения чет­
вертой степени нам неизвестен, поэтому не будем торопиться 
раскрывать скобки.
Способ 1. Воспользуемся симметрией левой части. Перемножив 
первый и четвертый множители, а также второй и третий, полу­
чим (х2 +  Зх) (х2 + Зх + 2) =  120. После замены х2 + З х= у  уравне­
ние сводится к квадратному у (у + 2) =  120.
Способ 2. Симметрией можно воспользоваться иначе. Заметим, 
что числа х, х + 1, х + 2, х + 3, расположены на числовой оси

3
симметрично относительно числа х + - .  Сделаем замену х  +

Это биквадратное уравнение, приводящееся к квадратному 
заменой.
Способ 3. Перемножив все скобки, получим уравнение 
х4 + 6х3 + 11х2 + 6х — 120 =  0. Попробуем подобрать корень. Лег­
ко догадаться, что 2 • 3 ■ 4 • 5 =  120, поэтому подстановкой про­
веряем, что х =  2 является корнем. Выделим множитель х — 2:
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х4 + 6х3 + 11х2 + 6х — 120 = х4 — 2х3 + 8х3 — 16х2+ 27л:2 —54х + 60х —
-  120 =  ( х -  2)(х3 + 8х2 + 27х + 60).

Теперь подбираем корень уравнения х3 + 8х2 + 27х +  60 =  0. 
Можно угадать х =  — 5 (так как (—5)(—4)(—3)(—2) =  120). Выде­
лим множитель х + 5:
х3 + 5х2 + Зх2 + 15х + 12х + 60 =  (х + 5)(х2 + Зх + 12).
У оставшегося квадратного трехчленах2 + Зх + 12 вещественных 
корней нет.
Способ 4. Объединим первый множитель с последним, а второй 
с третьим:
х(х + 1)(х + 2)(х + 3) =  х(х + 3) (х + 1)(х + 2) =  (х2 + Зх) х 
х (х2 + Зх + 2).
Обозначим
(х2 + Зх) =  и => (х2 + Зх)(х2 + Зх + 2) =  и{и + 2) =  и2 + 2и +  1 — 1 =  
=  {и + 1)2-  1.
Таким образом мы получили тождество: 
х(х + 1)(х + 2)(х + 3) =  (х2 + Зх + I)2 — 1.
Отсюда получаем
. , . fx2 + Зх + 1 = 11,
(х + З х + 1 ) =121<=>^ ,

[х +Зх + 1 = —11.
Ответ: х ( — —5, х2 =  2.

2. Уравнение с модулем: |х2 + 2х| + х2+ х =  5.
Уравнение равносильно совокупности двух систем:

1х2 + 2х + х 2 +х = 5 J -x 2- 2 x  + x 2+x = 5 
[ х 2 + 2х > 0 ; } х 2 + 2 х < 0 .

Рекомендуем сначала решить квадратное неравенство 
х2 + 2х > 0.

Ответ: х ( =  — - ,  х2 = 1.

3. Иррациональное уравнение: у]х+ 2 = х .

Уравнение равносильно системе \ х  + 2 х  ’
[х>0.

Заметим, что указывать в ОДЗ х + 2 > 0 нет надобности, так 
как всякое решение уравнения, полученного после возведения 
в квадрат, автоматически попадет в ОДЗ. Ведь если верно, что 
х + 2 =  х2, то х + 2 > 0, так как х2 > 0. Наоборот, пропуск условия 
х > 0 нарушает равносильность.
Ответ: х =  2.

4. Показательное уравнение: 2x + l + 22~х =  9.
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Замена 2х =  у  немедленно приводит его к алгебраическому: 2у  +

+ -  =  9.
У

Ответ: Х\ =  — 1, х2 = 2.
Логарифмическое уравнение: log2(3x — х1) =  1 — 1 og2 (х — 1).
При потенцировании теряется информация об ОДЗ. Поэтому

[Зх — х2 > 0,выпишем ОДЗ в явном виде:
[х -1 > 0 .

Решением этой системы неравенств будет интервал (1; 3). Те­
перь потенцируем, перенося логарифм в левую часть: 
(З х -х 2) ( х -  1) =  2 <=> х 5 — 4х2 + Зх + 2 = 0.
Подобрав один корень х =  2, выделяем множитель (х — 2):

=  (х — 2)(х2 — 2х — 1).
Корни квадратного множителя: х = 1 ±  V2 . Сопоставляя с ОДЗ, 
получаем ответ: Х\ =  2, х2 =  1 + -J2 .

24
Тригонометрическое уравнение: 3 sin х + 4 cos х =  — .
„  . 2 /  1 - t 2 хДелаем замену sin х =  -—  ̂, cos х =  : Т , где t =  tg —, и получа­
ем уравнение

3/ 2 (1 -г )

1+ г 1+/

1+/2 1+г2
\ 2
5

_1
2

11

х = 2 a rctg -+ 2 ^  

2
x = 2arctg— + 2 ли 

11

(п  е  2 ) .

Приближенные методы вычисления корней

Во многих случаях при решении уравнений их корни находят прибли­
женно. Для этого в математике накоплены различные методы прибли­
женных вычислений. Обычно они дают последовательность прибли­
жений к искомому числу. Примером может служить способ извлечения 
квадратного корня, знакомый из курса алгебры.

Простейшим методом приближенного 
вычисления корней является метод поло­
винного деления. Допустим, что известен 
промежуток [а; й], на котором лежит иско­
мый корень. Приближенно строится график 
функции /  на этом промежутке (например, 
так, как это изображено на рис. 400). Рис. 400
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Вычисляя f(a) и /(b), видим, что эти числа разных знаков: f[a) < О, 
f(b) > 0. Вычисляем значение функции /  в середине отрезка [а; b]. Из 
двух половин отрезка [о; b] берем ту, на концах которой знаки функции 
различны. Очевидно, корень х  лежит внутри нового отрезка. Совер­
шаем с ним ту же процедуру: делим его пополам, вычисляем значение 
функции/ в точке деления и берем ту половину отрезка, на концах ко­
торой знаки функции/различны. Так мы получим последовательность 
отрезков, длина которых убывает и внутри которых лежит искомый 
корень. Это и означает, что получена последовательность приближен­
ных значений искомого корня.

И. Ньютону принадлежит идея метода касательных. Об этом спо­
собе приближенного вычисления корней можно получить представ­
ление, рассматривая рис. 401. Приближенные значения корня по­
лучаются построением касательных к графику функции. Уравнение 
касательной написать нетрудно, а затем найти точку ее пересечения 
с осью х, что и дает приближенное значение корня функции. Вместо 
касательных можно проводить хорды (рис. 402) и поступать аналогич­
но (метод хорд).

Контрольные вопросы и задания

1. Сколько корней имеет линейное уравнение ах + Ь =  0?
2. Сколько корней имеет квадратное уравнение х2 + рх + q =  0?
3. Сколько корней имеет уравнение х" = а при различных п п а(п  — 

натуральное число)?
4. Сколько корней имеет простейшее показательное уравнение 

ах > b при различных а и Z>?
5. При каких значениях а уравнение sin х = а не имеет решений?
6. В чем состоит графический метод решения уравнений?
7. Какие приближенные методы нахождения корней уравнения вы 

знаете?
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8. Почему при решении уравнения видаДх) =  0 стараются разло­
жить на множители левую часть?

9. Придумайте тригонометрическое уравнение, которое с помо­
щью введения нового неизвестного сводилось бы к квадрат­
ному.

10. Придумайте показательное уравнение, которое с помощью за­
мены неизвестного сводилось бы к линейному.

§ 43. Неравенства с одним неизвестным

Общие приемы

Решение неравенств (так же как и решение уравнений) обычно рас­
падается на два шага — преобразование неравенства к одному из стан­
дартных и решение стандартного неравенства. К стандартным нера­
венствам мы отнесем следующие типы неравенств, изученные нами 
ранее (из возможных четырех знаков неравенства мы выбираем одно):

1. Линейное неравенство ах + Ь> 0.
2. Квадратное неравенство ах2 + Ьх + с >  0.
3. Степенное неравенство У  > а.
4. Показательное неравенство а*> Ь.
5. Логарифмическое неравенство logax > b.
Общие приемы решения уравнений и неравенств аналогичны. Так 

же как и для уравнения, при решении неравенств помогает разложение 
на множители. Решение неравенства вида □  • Д  > 0 можно заменить 
решением двух систем неравенств:

р>0, ц  |П>0, 
|д > 0  |д > 0.

В то же время если множители □  или Д  являются линейными или 
произведениями линейных, то не стоит сводить решение неравенства 
к системе — проще применить метод интервалов, который сильно со­
кращает количество вычислений.

Важнейшим методом решения неравенств является метод замены 
неизвестного.

Пример
Решить неравенство
|22* + з _ 2* + 5+ 19| < 5.
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Рис. 403

Прежде всего, сделаем замену 
2Ъ + 2 =  z2, тогда 2х + 1 =  z и неравен­
ство примет вид |2z2 — 16z + 19| < 5. 
Изобразим график квадратного трех­
члена у  =  2z2 — 16z (рис. 403). Реше­
нием неравенства \у + 19| < 5, как вид­
но из графика, является объединение 
двух отрезков: [zu Zi\ и [zy, Za], где Zi, 
Z\ — решения уравнения у  =  —14, a Zi, 
Zi — решения уравнения у =  —24. Ре­
шая эти уравнения, находим: zi — 1, 
Zi = 2, Zi =  6, Za =  7. Учитывая, что 
функция является возрастающей, ре­
шаем стандартные неравенства и за­
писываем ответ: [—1; 0] u  [log26 — 1; 
log2 7 — 1].

Примеры решения неравенств

1 2 31. Алгебраическое неравенство: -----г + -----г <
jc + 1 х + 3 х + 2 

Перенесем правую часть влево, приведем к общему знаменате­
лю и разложим на множители числитель дроби:

1 2
х+1 х+3 х+2

3 х +5х + 6 + 2(х +3x + 2 )-3 (x  +4х + 3) Л
< 0  » -------------------------- . . .  .-------- г— - — --------------------------< 0  < »

-х + 1 -<0 <=>

(х + 1)(х + 2)(х + 3) 
х — 1

- > 0 .
(х + 1)(х + 2)(х + 3) (х + 1)(х + 2)(х + 3)

Применяем метод интервалов, с помощью числовой оси
(рис. 404) решаем неравенство и получаем ответ: х < —3, 
—2 < х < —1, х > 1.

Рис. 404

2. Иррациональное неравенство'. -Jx + 2 > х .

ОДЗ: х + 2>0<=>х> —2.

Если иррациональное уравнение мы смело возводили в квадрат, 
так как всегда можно было проверить нарушение равносильно-
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сти, подставляя корни полученного уравнения, то при решении 
неравенства нужно поступать аккуратнее. Заметим, что нера­
венство а > Ь, где а > 0, b < 0, является всегда верным, какие бы 
значения указанных знаков ни подставляли вместо а и Ь. Поэто­
му если х < 0, то неравенство %/х + 2 > х  будет верным. Итак, все 
отрицательные числа, входящие в ОДЗ, будут решениями нера­
венства. Нанесем их на числовую ось. Пусть х > 0. Возведение в 
квадрат теперь не нарушает равносильности: х  + 2 > х2 <=> 
<=>х2- х - 2 < 0 .
Корни квадратного трехчленах] =  — 1, х2 =  2 наносим на число­
вую ось; решением будут числа 0 < х < 2. Ответ: —2 < х < 2.

X 1
Логарифмическое неравенство: log ( —т--------- > --------2 .

jX  - х - 2  lg2

Сначала преобразуем правую часть: —— 2 =  log210 — 2 =
lg2

1 2=  —log! 10 — log) — =  log! - .  Стандартное логарифмическое не-
2 2 4  2 5

2 2
равенство log j □  > log, -  равносильно системе I Решаем

□ >0.
каждое из неравенств системы методом интервалов, предвари-

_ х 2 -(2 х2- 7 х -4 )тельно сделав преобразования: ^ ---------------= —̂------------------ .
х - х - 2  5 5(х + 1)(х -2)

Корни числителя: Х\ =  —  , х2 = 4. Решение системы неравенств
2 1

изображено на рис. 405. Ответ: — -  < х < 0 ;х > 4 .

Контрольные вопросы и задания

1. Каким может быть множество решений линейного нера­
венства?

2. Перечислите все возможные типы ответов при решении ква­
дратного неравенства ах2 + Ьх + с<  0.
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3. Какой вид может иметь множество решений неравенства х2 < а?
4. При всех ли а и Ь неравенство ах > b имеет хотя бы одно 

решение?
5. Может ли логарифмическое неравенство \ogax < b, быть верным 

при любом положительном значении х?
6. Можно ли при решении неравенства умножить обе его части на

х2+ 1?
7. Сформулируйте, что происходит с неравенством при умноже­

нии обеих его частей на выражение/!*).
8. Приведите пример логарифмического неравенства, не имеюще­

го решений.
9. Левая часть неравенства является произведением трех линей­

ных множителей (в правой части — нуль). Подсчитайте, сколько 
случаев вам придется рассмотреть, перебирая все комбинации 
знаков множителей, и сколько случаев — при использовании 
метода интервалов.

10. Приведите пример неравенства, множество решений которого 
состоит из двух чисел.

§ 44. Системы уравнений

Способ подстановки

Системы уравнений появляются при решении задач, где неизвестной 
является не одна величина, а несколько. Эти величины связаны опре­
деленными зависимостями, которые записываются в виде уравнений.

Если система имеет хотя бы одно решение, она называется совместной. Если
решений у системы нет, она называется несовместной.

Слово «несовместность» наглядно показывает, что разные уравне­
ния системы накладывают несовместимые друг с другом условия, ко­
торым должны удовлетворять неизвестные.

Одним из основных способов решения систем является способ 
подстановки. Рассмотрим, например, систему двух уравнений с двумя 
неизвестными х н у .  Часто удается одно уравнение преобразовать так, 
чтобы одно неизвестное явно выражалось как функция другого. Тогда, 
подставляя его во второе уравнение, мы получим уравнение с одним 
неизвестным.



ГЛАВА 10. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА .  383

Примеры

1
х - у  = 1

25

(х 2 + / = 5  
|х2 + j' = 3

1 3 .—+ — = 2 
х  У
ху = 3

2х + Зу = 4 ху

х + у  = - х у

В каждой из четырех систем второе уравнение системы можно 
решить относительно у, т.е. преобразовать его к виду у =  fix), 
а именно:

1.
2.

3.

4.

х — у  =  1 <=>у = х  -  
х2 + у =  3<±>у =  3-

7 3ху =  3 <=>у =  —.

1.

х +  у =  - х у  о И  1----*  = —Х<^>у =
-х -1

Подставляя у = flx) в первое уравнение системы, получаем урав­
нение с одним неизвестным:

1. x2 + 0 c -  I)2 =  25.
2. х2 + (3 — х2)2=  5.
, 1 + х =  2.

х
2х + Зх -4х-

3 г 3 1 х - 1  - х - 1
2 2

Решая получившиеся уравнения с одним неизвестным, находим 
его корни — значения неизвестного, а затем для каждого из них 
находим соответствующее значение по формуле у =f(x):

1. х2 +  (х — 1)2 =  25<=>2х2 — 2х—24 =  0<=>х2—х — 12 =  0<=>х1 =  4 ,х2 =  — 3, 
Ух =  Xj -  1= 3, уг =  - 3  -  1 =  - 4 .

Решения системы: *2
У2

- 3 ,
---4.

2. х2 + (3 — х2)2 =  5 <=> х4 — 5х2 + 4 =  0, (x2)i =  1, (х2)2 =  4.
Уравнение имеет четыре корня, а система — четыре решения: 

х,=1, Гх2 =—1, Г х3 = 2, Гх4=-2,
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3. х + — =  2 <=>х2 — 2х+ 1= 0< = > х = 1 .
Решение одно: х  =  1, у  =  3. 

Зх . х4. 2х + - 4х- 2х + 2-Зх 4х-2х

-х -1
2
4х

-х -1

З х -2  
<=>*= 1.

<=> х =  0 или 1 + -

З х-2  

4х

З х -2
<=>х 1 +

З х-2

З х -2  З х -2
<=>3х — 2 + 3 =  4х<=>

Ответ
= 0, Глг2 = 1,

1л=0; \у2= 2.
Способ подстановки возможен не всегда, а кроме того, не всегда 

выгоден и тогда, когда возможен. Часто из уравнений системы удается 
получить новое уравнение — их следствие — более простого вида. Так, 
в четвертом из рассматривающихся выше примеров можно исключить 
произведение ху, стоящее справа:

'2х + 3 у
Г IV

2х + 3 у
2х + 3у = 4ху

<=>
х  + у  ■ :ХУ

ху,
;;(х  + у ),

-(х + у) = ху.

Последнее соотношение является линейным. И из него легче на­
ходится связь между х  и у: у  = 2х.

Важным приемом, часто позволяющим упростить систему, являет­
ся замена неизвестных. Так, во втором примере полезно заменить х2 
на г и получить более простую систему:

j z  + y 2=5 
\z+y = 3

Системы с двумя неизвестными и их решения можно изобразить 
графически на координатной плоскости. На рисунках 406—409 пока­
заны кривые уравнений для написанных выше систем. Точки пересе­
чения кривых (а точнее, их координаты) — решения систем.

Есть некоторые типы систем, для которых известны стандартные 
методы решения. Рассмотрим два из них: симметричные системы и 
линейные системы.

Симметричные системы

Симметричными называются системы, составленные из выражений, являю­
щихся симметричными относительно всех неизвестных.
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Рис.

Рис. 406

408

Рис. 407

4ху

Рис. 409

Приведем примеры различных симметричных выражений для двух 
неизвестных х н у :

1. Ui=x + y. 5. и5=х2+у2.
2. и2 = ху. _  х - l у - 1
3. иг = хг + у\

_ 1 1
W 4  — ---- 1----

X У

6. иь = ------ + -

tj „ „ „ \х+у = а,Решение простейшей симметричнои системы { основано

на теореме, обратной теореме Виета: х и у, удовлетворяющие указан­
ной системе, являются корнями квадратного уравнения t2 — at + р =  0. 
Этот вывод можно получить, подставив из первого уравнения во вто­
рое у = а — х.
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Итак, для решения простейшей симметричной системы надо со­
ставить квадратное уравнение с заданными суммой и произведением 
корней и решить его. Найденные корни будут значениями х  и у.

1

Примеры
х + у  = 3, 
ху = -  4.

Составляем квадратное уравнение: t2
*ih =  — 1. Решения систем: 4, \х 2 и \

-1 \У2

3t — 4 = 0, откуда t\ — 4, 
-1,

Л = -1  [У2 = 4.
Решение других симметричных систем основано на том, что 
всякое симметричное выражение относительно х и у  можно 
представить через u = x  + y]AV = xy. Например,

х2 + у2= х2 + 2ху+ у2 — 2ху= (х+ у)2 — 2ху= u2 — 2v,—+ — = :
х у  ху

х3 +  у3 =  (х + у)(х2 + у2 — ху) — и{и2 — 2v — v) =  и(и2 — 3v),

и
' > 

V

-1 у - 1 л:2 + у 2 ■ — + -—  = ------ -—
х - у -2 v -u

у х  ху v
Делая в симметричной системе замену х + y  =  u,xy =  v, получаем 
более простую систему относительно и и v, а затем, найдя число­
вые значения и и v, приходим к решению простейших симме-

\х + у  = и,
тричных систем

х 2 + у 2 =25,
х + у  = 7; 

Решаем систему

\х3 + у3 =7, 
|х2 +3лу+у2 :

xy = v.

-2 v  = 25, 
= 7;
х  + у = 7, 
ху = 12.

и = 7, 
1(м -25 ) = 12.

-1.
Воспользуемся найденным выше выражением х3 + у3 через и и v: 
[ и(и2 -  Зу) = 7,
м + и = - 1.

Из второго уравнения находим v =  —и2 — 1. Тогда и3 + 3и(и2 +  1) = 
= 7 4и3 + Зи -  7 =  0 (и -  1)(4«2 +4и +7) =  0, щ =  1, 
v =  — u2— 1 =  — 2и 4и2 +4м +7 = 0 — корней нет. Решаем систему: 

х + у  = 1, 
лу = 2.
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Линейные системы

Раньше вы изучали системы двух линейных уравнений с двумя неиз­
вестными вида

(ах + by = к,
\cx + dy = l.

На практике встречаются системы линейных уравнений с большим 
количеством неизвестных. Так, в задачах математической экономики 
существуют системы, состоящие из нескольких сотен уравнений с та­
ким же примерно числом неизвестных. Для их решения разработаны 
мощные машинные методы. Эти методы в основном имитируют зна­
комый вам метод подстановки, которым, в принципе, можно решить 
любую такую систему. Основную роль при этом играют компактные 
способы записи систем и их преобразований. Представьте только 
себе — система из тысячи уравнений с тысячью неизвестными содер­
жит миллион коэффициентов.

Рассмотрим более простой пример — систему трех линейных урав­
нений с тремя неизвестными.

Пример

x + 2y+3z = 2,
■ 2x + 3 y -4 z  = —5,
3x + y + z = 3.

Будем решать систему методом исключения неизвестных. Что­
бы исключить х  из второго и третьего уравнений, надо вычесть 
из них первое, умноженное соответственно на 2 и на 3:

х + 2 у  + 3z = 2,
- у  -Ю г  = -9 , 

- 5 у -  8 г= -3 .

Удобно умножить второе и третье уравнение на —1, а затем из 
третьего уравнения вычесть второе, умноженное на 5. Получим 
«треугольную» систему

x  + 2y + 3z=  2, 
у+10г= 9, 

42г = 42.
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Из третьего уравнения системы находим z — 1. Подставляя это 
значение во второе уравнение, находим >> =  9 — 10 = —1. 
Подставляяz — 1,у =  — 1 в первое уравнение, находимх =  1. 
Ответ: х =  l , y =  l , z  =  1.

Показанный на этом примере способ решения линейной системы 
называется методом Гаусса, по имени великого немецкого математика, 
жившего в первой половине XIX в. Метод Гаусса с различными моди­
фикациями используется при решении линейных систем с помощью 
вычислительных машин.

Контрольные вопросы и задания

1. Какая система уравнений называется совместной?
2. Приведите пример несовместной системы.
3. Что такое решение системы уравнений?
4. Как графически изобразить решение системы двух уравнений 

с двумя неизвестными?
5. Каким методом решают линейные системы уравнений?
6. В чем состоит теорема, обратная теореме Виета?
7. Как выражается сумма квадратов чисел через их сумму и произ­

ведение?
8. Приведите примеры систем выражений, симметричных относи­

тельно х и у.
9. Как симметричность выражения f(x, у) скажется на графике за­

висимости Дх, у) =  0? Приведите примеры.
10. В чем состоит метод подстановки?

Заключительная беседа

Тождества

Мы определили тождество как равенство двух выражений, справед­
ливое при всех допустимых наборах значений букв, входящих в эти 
выражения. Такая точка зрения свойственна теории функций — мы 
рассматриваем две части равенства как функции и называем эти ча­
сти тождественно равными, если они совпадают как функции, т.е. если 
они при одних и тех же значениях аргумента принимают равные значе­
ния. Возможна другая точка зрения на тождества, которая более тесно 
связана с алгеброй.
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В алгебре многочлен рассматривается не как функция, а как неко­
торое формальное выражение, составленное из одночленов. Мы уме­
ем совершать различные операции над многочленами, не задумыва­
ясь при этом над тем, какие значения можно подставлять в многочлен 
вместо букв. В алгебре два многочлена равны, если после приведения 
подобных членов окажется, что они составлены из одинаковых одно­
членов, т.е. если выполняется формальное, почленное равенство. Так, 
проверяя тождество о3 — Ьъ =  {a — b)(a2 + ab + b2), мы совсем не занима­
емся подстановкой в обе части значений а и b (тем более, что неясно, 
сколько их надо подставлять), а преобразуем правую часть и убеждаем­
ся, что она формально совпадает с левой.

Проверке формального совпадения многочленов может помочь их 
запись, принятая в качестве стандартной. Например, если многочлены 
от одной буквы х записывать по убывающим степеням (как мы при­
выкли), то тождество многочленов означает равенство их степеней и 
совпадение коэффициентов, стоящих на одинаковых местах.

Возникает естественный вопрос: как связаны между собой функ­
циональное и алгебраическое определения тождества? Разумеется, 
если два многочлена равны формально, то они принимают одинако­
вые значения при всех значениях букв. Обратное заключение состав­
ляет содержание трудной теоремы алгебры — теоремы о тождестве. 
Поясним смысл этой теоремы для простейшего случая многочленов 
от одной буквы х.

Прежде всего, заметим, что от равенства Дх) =  g(x) всегда можно 
перейти к равенству Дх) — g(x) =  0, как бы мы ни определяли понятие 
тождества. Это означает, что теорему о тождестве можно доказывать 
в таком упрошенном варианте:

если многочлен F(x) при всяком значении х  равен нулю, то этот многочлен
нулевой.

т.е. не содержит ни одного ненулевого одночлена. Если многочлен F(x) 
имеет степень и, то, оказывается, достаточно проверить, что он равен 
нулю при (п +  1) значении х. Тогда этот многочлен нулевой. Иными 
словами:

если многочлен степени п имеет (и +  1) корень, то этот многочлен нулевой.

В такой формулировке теорема допускает уже не очень сложное до­
казательство.

Итак, полезно запомнить, что ненулевой многочлен не может иметь 
корней больше, чем его степень. Возможна другая формулировка:
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если два многочлена степени п совпадают в (и +  1)-й точке, то эти многочлены
формально равны.

Эта формулировка очень полезна при доказательстве различных 
тождеств.

В применении к многочленам первой степени нам знакома гео­
метрическая формулировка этой теоремы: через две точки проходит 
только одна прямая. Аналогично, для совпадения двух квадратных 
трехчленов достаточно равенства их значений в трех точках.

Кроме равенства многочленов можно определить равенство дро­

бей с алгебраической точки зрения: две дроби и счита-
&(*) g2(x)

ются равными, если формально равны многочлены /j(x:) g2(*) 
H g l(* )/2(*).

В более усложненном варианте алгебраический подход возможен и 
к тригонометрическим тождествам. Так, тождествам, содержащим сте­
пени sin х  и cos х, можно придать условный характер: доказать тожде­
ство, используя из тригонометрии лишь соотношение sin2* + cos2* = 1. 
Такую задачу можно решить, делая лишь алгебраические преобразова­
ния и не вспоминая о том, что такое синус и косинус. Приведем при­
мер условного тождества в алгебре:

если а + b + с =  0, то а3 + Ь3 + с3 =  ЪаЬс.

Доказательство неравенств

Наряду с тождествами-равенствами, выполняющимися тождествен­
но, — существуют тождественно выполняющиеся неравенства, т.е. не­
равенства, верные при любых допустимых значениях входящих в них 
букв.

Примеры
1. *2> 0.
2. а2 + Ь2 + с2 > 0, причем равенство нулю возможно лишь при 

а — b — с — 0.
3. х2 + рх + q > 0, если р2 — 4q<  0.

Задачи на доказательство неравенств (т.е. на доказательство того, 
что неравенство выполняется при всех допустимых значениях букв) 
решаются с помощью цепочки преобразований, приводящей к равно­
сильному известному неравенству.
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Пример

Доказать неравенство - у -  ̂  4аЬ , где а > 0, b > 0.
Делаем цепочку преобразований:

й+2 -  'Job ^  a + b>2s[ab  <=> a - l ^ a b  +b>0  <=> (-Ja —  4b )2 > 0 .

Последнее неравенство всегда верно; следовательно, всегда вер­
но исходное.

Полученное неравенство (его называют неравенством о среднем 
арифметическом и среднем геометрическом двух чисел) можно при­
менять к доказательству других неравенств. Убедитесь, например, что 
следующие неравенства являются следствиями доказанного:

1. а + - > 2 при а > 0.
а

2. Еслиab=  1 ,т о а + Ь>2 (гдеа > 0, b > 0).
3. Если аха2 =  1, то (1 + flj)(l + а2) > 4 (где ах >0 , а2> 0).

4 ,4 4 ,4a +b +с  +d > abed , где {а > 0, b > 0, с > 0, d > 0).
4

Использование производной дает мощный способ доказательства 
неравенств с одной переменной. Этот способ основан на следующем 
соображении:

если в точке дго выполняется условие Ддго) > 0 и для всех х > .v0 выполняется 
условие / '(* о )  -  0, то для всех х  > х0, верно неравенство fix ) > 0.

(Разберитесь в справедливости сформулированного правила.)

Пример (неравенство Бернулли)
(1 +х)*>  1 + кх (гдех> 0, к>  1).
Для доказательства рассмотрим функцию у =  fix), где fix) =  
=  (1 + х)к — 1 — кх. Имеем ДО) -  0, f ( x )  =  &(1 + х)к~ 1 — к =  
=  к ((1 + х )к~1 — 1). Так как* > 0, к>  1, то (1 + x )*_1 > 1 и f { x )  > 0. 
Значит, при х  > 0 функция/ возрастает и при всяком х  > 0 имеем 
f(x ) >fi0), что и требовалось доказать.

Алгебраические уравнения

Алгебраическое уравнение — это уравнение вида
хп + ап-\хп~1 + ... + а\Х +  в о=  0. 

Число и называется степенью уравнения.
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Уравнение первой степени (или линейное уравнение) решается с 
помощью арифметических операций. Формула для решения уравне­
ния второй степени (или квадратного уравнения) известна с глубокой 
древности. В нее входит операция извлечения квадратного корня. Ре­
шение уравнения произвольной степени в течение многих веков счи­
талось основной задачей алгебры.

Постановка вопроса о решении алгебраического уравнения может 
быть различной. Почему «не решается» данное нам уравнение? Рас­
смотрим возможные ответы на этот вопрос.

1. Нам «не хватает» имеющихся чисел. Уравнение х2 + 2х + 5 =  0 не 
имеет вещественных корней. Можно, конечно, на этом утверждении 
остановиться. Однако полезно, как это было сделано еще в XVI в., вве­
сти комплексные числа, с которыми вы немного знакомы. Комплекс­
ное число имеет вид а + bi, где а и b — вещественные числа, а символ i 
(мнимая единица) обозначает такое число, для которого й =  —1. Ком­
плексные числа *1 =  — 1 — 2/ и X2 =  — 1 + 2i являются корнями написан­
ного выше квадратного уравнения.

Если мы разрешим числу х  принимать не только вещественные, но 
и комплексные значения, то отпадет вопрос о существовании корня 
алгебраического уравнения. В 1799 году Гаусс доказал замечательную 
теорему, которую часто называют основной теоремой алгебры.

всякое алгебраическое уравнение имеет хотя бы один комплексный корень.

2. Мы не можем разложить левую часть уравнения на множители. 
Возьмем, например, уравнение xs + х + 1 =  0. Не сразу бросается в гла­
за, что левую часть можно разложить на множители:

х5 + х + 1 = х 5- х 2 + х2 +  х + 1  = х \ х * -\ )  +  х2 + х +  \ =
=  (х2 + х + \ ) ( х ' - х 2+\).

После разложения на множители получим уравнения меньших сте­
пеней: х2 + х + 1  =  0ил:3 — х2 + 1  =  0. Однако этот прием проходит 
далеко не всегда. Так, многочлен х2 — х + 1 уже нельзя разложить на 
множители с целыми коэффициентами. Известен алгоритм, который 
позволяет разложить любой многочлен с целыми коэффициентами на 
множители с целыми коэффициентами, если это возможно. Частный 
случай применения этого алгоритма мы неоднократно использовали: 
если многочлена" + а„_ хх"~ 1 + ... + а0 с целыми коэффициентами име­
ет множитель вида х — с, где с — целое число (являющееся, конечно, 
корнем многочлена), то свободный член а0 делится на с. Эта теорема 
позволяет перебором делителей свободного члена и проверкой найти 
целые корни многочлена с целыми коэффициентами.



ГЛАВА 10. УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА .  393

3. Мы не знаем общей формулы для корней уравнения. Простая 
формула корней квадратного уравнения вызывала желание матема­
тиков найти формулы корней уравнения более высокой степени. В 
XVI в. эта задача была решена для уравнений 3-й и 4-й степеней. Хотя 
эти формулы громоздки и не употребляются для реального вычисле­
ния корней, принципиальное их значение велико: они позволяют за­
писать корни уравнений 3-й (4-й) степени как некоторую функцию 
от коэффициентов этих уравнений. Эта функция содержит операции 
извлечения корней 3-й (и 4-й) степени. Долго изучавшийся вопрос о 
том, существует ли формула, выражающая корни уравнения 5-й сте­
пени через его коэффициенты с помощью радикалов, получил отри­
цательное решение в работах Абеля (1802—1829) и Галуа (1811—1832) 
в начале XIX в.

Итак, как правило, для алгебраического уравнения высокой степе­
ни мы не можем указать общей формулы его корней. Для приближен­
ного вычисления корней используют методы анализа, примеры кото­
рых мы рассматривали.

Различные приближенные методы нахождения корней уравнения 
часто базируются на следующем:

если на концах промежутка функция у = Д х ) принимает значения разных зна­
ков, то внутри этого промежутка уравнение Д х) =  0 имеет корень.

Это утверждение верно для всех непрерывных функций. С его по­
мощью нетрудно, например, доказать, что всякий многочлен нечетной 
степени имеет вещественный корень. Например, кубическое уравне­
ние х} + ах2 + Ьх + с =  0 всегда имеет хотя бы одно решение, так как 
левая часть при больших по модулю и отрицательных х  меньше нуля 
(слагаемое х3 «перевесит» все остальные), а при положительных боль­
ших х  станет больше нуля.

Для разрывных функций сформулированное утверждение может

оказаться неверным, как показывает простой пример функции у  =  —,
хне имеющеи корней, но принимающей значения разных знаков.

Контрольные вопросы и задания

1. Какие определения тождества многочленов вы знаете? Чем они 
отличаются друг от друга?

2. Сколько корней может иметь многочлен степени я?
3. Каким количеством точек определяется многочлен л-й степени?
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4. В каком количестве точек достаточно проверить совпадение 
значений двух многочленов четвертой степени, чтобы доказать 
их тождественное равенство?

5. Приведите примеры тождественно выполняющихся 
неравенств.

6. В чем состоит неравенство для среднего арифметического 
и среднего геометрического двух чисел? Предложите его обоб­
щение для п чисел.

7. Как с помощью признака монотонности функции можно дока­
зывать неравенства с одной переменной?

8. В чем состоит основная теорема алгебры?
9. Начиная с какого п не существует общей формулы решения 

уравнения п-й степени?
10. Может ли многочлен пятой степени не иметь вещественных 

корней?


